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第 一 章 排列 与 组 合 


$1 ДЧ 
1. 引 论 


组 全 数学 是 一 - 既 古 老 和 而 又 年 经 的 数学 分 支 。 说 它 吉 老 。 因 为 
它 所 研究 的 问题 有 的 可 追 滴 到 很 久 很 久 以 前 。 然 而 ， 它 之 所 以 形 
成 一 新 的 分 支 , 那 还 是 最 近 若 干 年 的 事 , 是 受到 电子 计算 机 奸 邦 发 
展 影响 的 结果 ， 

нал “НА”? 变 给 它 下 一 个 正确 的 定义 是 不 容易 的 、 
它 还 在 发 展 中 ， 本 书 讨 论 的 内 容 实 际 上 是 属于 “组 合 分 析 ” 范 短 . 

组 合 分 析 研 究 的 主要 内 容 是 计数 和 枚 举 。 即 计算 具有 茶 种 将 
性 的 对 象 有 多 少 , 并 进而 把 它 完 全 列举 出 来 。 

“计数 "在 许多 方面 有 其 重大 作用 ,比如 概率 论 ,要 计算 发 生 只 
有 基 种 性 质 的 事件 的 概率 等 于 多 少 ， 往 往 首先 要 计算 出 具有 该 性 
质 的 事件 的 数目 ;又 如 物理 学 家 要 研究 物质 的 物理 性 质 , 就 要 计算 
电子 被 分 配 在 不 同 能 级 的 不 同 状态 数 有 多 少 。 对 于 计算 机 科学 工 
作者 ， 计 数 还 有 其 特殊 的 意义 : 计算 机 科学 是 研究 算法 的 一 门 科 
学 ,必须 要 对 算法 所 需要 的 计算 量 和 存储 单元 作出 贷 计 , 即 所 调 算 
法 的 时 间 复 杂 人 性 和 空间 复 宁 社 分 析 ， 这 属于 “组 合算 法 "的 研究 内 
容 .组 合 分 析 和 组 合算 苇 的 关系 亦 邵 数学 分 析 和 计算 方法 的 关系 ， 
组 侣 分 析 是 组 合算 法 的 基础 , 即 为 算法 与 算法 分 析 作 准备 ，。 


2 ОЕШ ЮКЕ 


ЖӘЕ МУЗЕЕ ФЕ ШЇ ЕТЕР ЗЕЕ Hh ДЕБ ЖУА 
ЖӘШ, APERE А Бан IE B ER E) ЛЯ ЖЕ, 
(а) WHE M: | 
REHA m hh pet dy А, RA п 种 产生 方式 ， 则 “事件 
AREP B” m + n 种 产生 方式 。 
уух Р ЖП 10 小 的 价 数 有 4 F BDC2,4,.6,8); «ТЗ 
小 于 10 的 奇数 育 5 S. BBC1,3,5,7, 9): ШАР АТ 10 的 整数 
有 4 十 5 一 9 个 , 即 (1,2,3,4,5,6,7,38,9)， 这 里 事件 4 指 的 是 大 
于 零 小 于 10 ИНЕ: 事件 8 指 的 是 太 于 零 小 于 10 的 奇数 。 大 于 
零 小 于 10 的 整数 ,不 外 乎 或 为 偶数 或 为 奇数 两 种 可 能 ， 即 属于 4 
或 属于 В. | 
O Cb) ВЕ: 
Алту, РЕ В я 种 产生 方式 ， 则 “事件 
ASE B" 有 mn 种 产生 方式 。 | 
911. 设 一 个 符号 由 两 个 字符 组 成 ,第 1 个 字符 有 a,b,c а, 
е 五 种 方式 ,第 ?个 字符 有 1,2,3 三 种 方式 ， 则 根据 乘法 法 则 ,该 
符号 具有 5 x 3 一 与 入 方式 ， 即 
al, 61, сі, 41, е1, 
a2, 62, с2, 42, е2, 
#3, 83, c3, 43, 23. 
12. 从 4 到 8 有 3 条 不 同 的 道路 ， 从 8 到 C 有 2 条 不 问 的 
Жр. Ж ДА 426 B šJ C 的 道路 数 
п== 3 X 2 = б, 


B 
«СС 


В 1-1-1 


#3. ЖЕ 10000 小 的 正 整 数 中 含有 数字 1 的 数 的 个 数 。 

Қ: 所 有 由 10,2,3,4,5*6,7. 8, 9] 9 个 数字 组 成 的 每 一 位 都 
有 9 НН ВЕК REREN, в о 个 数字 组 成 的 4 位 数 个 数 等 
于 9x9x9Xx9 一 81 一 6561, 其 中 0000 不 属于 正 整 数 ， 故 比 
10000 小 不 含 数字 1 的 4 位 正 整 数 个 数 等 于 6561 一 1 一 6560, 

所 以 小 于 10000 含有 数字 1 的 数 的 个 数 为 9999 — 6560 
= 3439, 


$2 排列 与 组 合 


ЖУ: 从 # 个 不 同 的 元 业 中 , 取 " 个 核 次 序 排列 ， 称 为 从 * 中 
取 ? 个 排列 ,其 排列 数 记 以 POr г), 
ЖУ: 从 # 个 不 同 元 于 中 ,取出 :个 而 不 考 典 其 次 序 时 , 称 为 


从 #* 个 中 取 " 个 组 合 ,其 组 合 数 记 以 C ғ), 或 记 以 (”). 


例如 从 100 个 成 员 中 选 出 20 人 编 成 一 小 组 ,不 必 圭 碰 先 后 次 
序 , 所 碎 是 一 个 组 合 间 题 ， 共 有 С(100, 20) 种 方案 。 ше 8 
100 名 选手 中 选 出 20 名 焦 驱 序 排 或 一 个 队 ， 则 有 有著 虑 次 序 的 必 
要 , 故 是 排列 问题 ,共有 Р(100, 20) 种 方案 ， 

例 ， 从 A4,8, C5, 口中 取 3 个 组 合 , 则 有 以 下 几 种 组 侣 形式 : 
{А,В,С}, 14,8,0), {4,С,рү, (B,C,D}, ЖМ 4,В,С,0 
中 取 了 个 排列 , 则 上 面 所 得 到 的 4 组 ,再 加 以 排列 ,得 

ABC, АСВ, BAC, ВСА, CAB, CBA, 
ABD, ADB, BAD, BDA, DAB, DBA, 
ACD, ADC, CAD, CDA, DAC, DCA, 
BCD, BDC, CBD, срв, рвс, DCB, 

Ааа” 个 排列 的 典型 模型 是 把 п НЕО, В 

个 放 到 + ТНУ, АТ, МНЯ! ТЕР: 


- 3 = 


HERR: # 个 в-14--..-....6 

如 上 图 所 示 ，, 第 一 个 合子 有 ТН, 52 КАТУН 
(я 一 1) 个 球 可 供 选 取 ,……， 最 后 一 个 盒子 则 只 有 关 一 了 十 工 个 
ЖЕМЕ, НЕЕ, МН 

PCa, r) = nla — 10а — 2у---(я— + 1) = — t — 
(я — r)! 
(1-2-1) 
(1-2-1) Pla, r) 的 计算 公式 , 当 ? 一 # 时 有 
P(n, n) = п]. 

шат, ВЕБЕ РНК, ШЕ 
以 # 个 取 + ТИНА, ПЕН ААО ра n ТН 
球 , 取 7 个 放 到 ?个 无 区 别 的 盒子 里 ,每 盒 一 个 。 自 然 也 可 以 看 作 
是 取 ?个 元 标志 的 球 , 放 到 # 个 有 区 别 的 盒子 ,每 盒 一 球 的 方案 数 
《不 考虑 次 序 )。 对 每 一 个 方案 再 考虑 盒子 的 排列 次 序 , 可 得 P (n, 
г) £ C(m, 7?) 的 关系 : 
P(z, г) — r1C (n, г), 
С(», r) 一 Қам, (1-2-2) 

下 面 举 出 车 于 例子 ， 通 过 它 能 熟练 灵活 而 且 正 确 地 掌握 排列 
HA НЕТУ ЗЕЕ: ИЕ. 

例 1， 有 5 本 日 文书 ，7 本 英文 书 ，10 本 中 文书 ,二 从 中 职 两 
本 不 司 文字 的 书 , 癌 有 多 少 种 方案 ? 国 若 取 两 本 相同 文字 的 ,又 有 
多 少 种 方案 ?个 任 取 两 本 ,不 同 是 否 相亲 文字 ,有 多 少 种 方案 ? 

W: 团 取 两 本 不 同文 字 , 可 以 有 日 英 , 中 日 。 中 英 三 种 不 同 的 
HeH. ЕЖЕ: 

日 , 医 名 一 本 的 方案 数 一 5 x 7 = 35 种 ， 

中 ,日 各 一 本 的 方案 数 — 10 x< 5 = 50 fh, 


m $ +» 


К.Е ЖЗ = 10 x 7 = 70 #b. 

依据 加 法 法 则 可 得 : 

取 两 本 不 同文 字 的 方案 数 Ni 一 35 十 50 十 70 一 155 $h, 

© 取 两 本 相同 文字 的 ,可 有 两 本 引文 ,两 本 英文 ,两 本 中 文 三 
种 ,根据 加 法 法 则 得 

№, = C(5, 2) + СС, 2) + C(10, 2) 
= 10 + 21 + 45 — 76 种， 

@ 因为 不 间 是 什么 文字 ,相当 于 信 22 ЖЗ ЖАН Ж.К 

有 方案 数 为 


N, = C (22, 2) 一 ж. 231 Ж, 


或 根据 加 法 法 则 得 N, — N, + М, = 155 + 76 = 231 fh, 
#2 从 1~300 Z EHR 3 个 不 同 的 数 , 使 得 这 3 个 数 的 和 
正好 被 3 除 尽 , 问 共 有 几 种 方案 ? 
解 : 被 3 除 的 余数 不 外 乎 ” 团 余 0, 邵 被 3 除 尽 ; 国 余 1; 国 余 
2。 故 上 ~300 的 300 个 数 可 分 成 3 组 : 
A= (1, 4,7, + +, 298}; 
В = {2, 5, 8, ---, 299}; 
С--13,6,9,-->, 300), 
mA. e АЖЕ ЗК, ЖА 8 的 数 被 3 除 余 2,ЖАС 
КЖ ЗЕ, 
ил ТЕПЕ 3 ЕН КРИ. 
Ф 三 个 数 同属 于 集合 4, 应 有 С(100, 3) 种 方案 : | 
Ф 三 个 数 同属 于 集合 8, 应 有 C(100, 3) 种 方案 
© 三 个 数 同 属于 集合 C, 应 有 СС100, 3) 种 方案 ; 
© 三 个 数 分 别 属 于 集合 А,В,С, ННЗЕЕЕДЕЛІНУД 1007 ЖА 
方案 。 
根据 加 法 法 则 , 任 取 三 个 不 同 的 数 , 它 的 和 正好 被 3 除 尽 的 方 


案 数 应 为 


N= 3C(100, 3) + 100°= 3 x 100 X 99 X 98 


3% 2х1 + 1000000 

ке 3 x 161700 + 1000000 = 485100 -+ 1000000 

== 1485100, 

#13. ЖЕМИ 1 到 6 ХАН, ААА 
一 个 入 , 问 一 小 组 9 个 人 进 站 的 方案 数 有 多 少 ? 
. RÈL 若 把 从 第 1 人 和信 口 处 到 第 6 АПУ АСР ЯЕ 列 ， 
可 得 9 个 人 的 一 种 排列 ， 可 是 哪儿 个 人 从 哪个 人 局 处 人 口 的 讯息 
消失 了 .为 此 柜 邻 两 个 人 口 的 人 员 之 闻 加 入 一 个 标志 ,当然 标志 是 
没有 区 别 的 ,关键 在 于 标志 所 在 的 位 置 。 故 问题 导 至 车 14 个 元 案 
中 有 5 个 元 素 无 区 别 , 9 个 不 相同 , 求 其 不 相同 的 排列 数 ， 例 如 从 
1 一 14 的 14 个 数 中 任 取 5 个 , 设 为 (3*5,9,11,13)， 对 应 一 种 人 口 


顺序 示意 图 : = | | 
фото" 


3 5 9 11 13 


其 中 〇 为 标志 ,**-…* 为 9 个 人 的 一 种 排列 ,可见 排列 的 前 两 个 人 
从 第 1 入口 处 人 口 ,第 3 个 人 从 第 2 个 入 口 处 人 口 ,…。 


改进 站 的 方案 数 М = 91C(14,5) 一 ЧҮП 91 


_ Ey — 726485760, 


解法 2: 和 解法 1 BE, КАНА UR A FB A B> Pn 
一 个 标志 ,问题 导 至 14 个 对 象 的 全 排列 中 ， 由 于 其 中 5 个 标志 


FEAH ARRERA 51, 于 是 得 : 
тб М 141/51. 


解法 3: 第 1 个 人 有 6 种 选择 方案 ， 即 可 从 六 个 人 口 处 中 的 


一 个 人 口 。 第 2 个 人 则 有 7 种 选择 方案 因为 他 选择 和 第 1 个 人 
相同 的 人 日 处 时 ， 还 有 在 第 1 人 的 前 面 进 站 还 是 在 第 1 个 人 的 后 
面 进 站 之 分 ， 同 样 的 道理 ， 第 3 个 人 则 有 8 种 选择 ，…… 。 依 此 
类 锥 ,第 9 个 人 有 14 种 选择 方案 ， 根 据 莱 法 法 则 可 得 ; 

进 站 的 方案 数 М=вхтхахәхщх 11 

x 12 X 13 X 14, : 

#4. RERE 1400 的 正 整 数 数 自 (1 除外 )。 

Ж: 1400 一 2577, 

ЖЕ 1400 的 数 应 为 


245"7%, 
Жү б 3,0 т< 2,0 =ç 1 НЕ 1 = m = n= 0, 
根据 乘法 法 则 可 得 , 除 尽 1400 的 数 的 数目 应 为 
太一 人 十 13Xf2 二 17XfL 十 I3 一 主 
一 4X3X2 一 1 一 23， 

例 5。 求 5 位 数 中 至 省 出 现 一 个 6, 而 被 3 整除 的 数 的 个 数 . 

НА АНЫ рр р 被 3 整除 的 充 要 条 件 是 pi + p; 
十 … 十 入 被 3 整 除 , 标 据 这 个 道理 分 别 讨论 如 下 : 

解法 1 @ 从 左 向 右 计 ， 最 后 一 个 6 出 现在 第 5 位 , EF р, 
一 上 6， 第 2,3,4 位 数 可 以 是 0,1,2,3,4,5,6,7，8,9 十 数字 之 一 。 
但 第 1 位 数 不 能 任意 ,为 了 避 证 5 位 数 之 和 被 3 整除 , 包 只 有 3 种 
ІІ. REREN. 位 数 中 最 后 一 位 是 6， 而 被 3 整除 的 数 有 
3 X 10: 一 3000 个 ， 

@ 最 后 一 个 6 出 现在 第 4 位 , 即 6. № 5 И р, 只 有 9 
种 可 能 ;第 2, 3 位 各 有 10 种 可 能 ,为 了 保证 被 3 整除 ,第 1 位 数 


乌有 3 种 方案 ,根据 乘法 法 则 可 得 ,属于 这 一 类 的 5 位 数 有 3X10 


x 9 — 2700 +. 
© БЕ 4 6 H ЛЕЯ 3, py 一 6。 被 3 整除 的 数 应 有 
3X10 x 9:-«2430 个 。 


sah ht ti ымы ТЕН дыны ын ж- =” 


@ 最 后 一 个 6 出 现在 第 2 性 ,被 3 整除 的 数 应 有 3 X 9 = 
2187 +, 

@ 31 fy p = 6. 而 被 3 整除 的 数 应 有 3 x 9' = 21874. 

ЕЛЕЕМ, 5 位 数 中 至 少 出 现 一 个 和 而 被 3 ВАЗ Ek Mz 
Ж 3000 + 2700 + 2430 + 2187 + 2187 一 12504 №, 

解法 和 5 位 数 共 90000 个 ,其 中 被 3 整除 的 有 30000 个 。 

30000 个 被 3 整除 的 数 中 不 出 现 6 的 数 ， 第 工 位 有 1,2,3,4, 
5,7,8,9 八 种 可 能 ;第 2,3, 4 位 则 有 9 种 可 能 ;最 后 一 位 有 3 种 可 
ВЕ. 5 位 数 中 被 3 整除 而 不 出 现 6 的 效应 有 

3 X 8 X 9: = 17496 4”, 
AH 5 位 数 中 至 少 出 现 一 个 6 而 被 3 整除 的 数 应 有 
30000 — 17496 一 12504 +, 

#16. Ж 10001 的 末尾 有 斤 个 零 ， 

10001 --1000 х 999 х 98 Х--х3х2жх1, 此 问题 在 
РЖИ 1000: ЗЕҢ ЖОРО НЕ, 2415 ЖЕР? 末尾 的 
零 的 个 数 等 于 2 和 5 КВЛ. Яна 8 ЖЫ, 1 #j 
1000 的 整数 中 求 是 2t ЯП 5: А ЕКЕН. 

不 超过 1000 的 正 整 数 中 是 了 的 倍数 的 数 共 200 4, Жын 
40 个 是 25 一 宁 的 倍数 ,40 个 中 又 有 8 个 是 宁 的 倍数 ,8 个 中 还 有 
1 TE КЖ. 

HERR 10001 УВЕ, Hp 5 КОЛЕ БГ 00 200-40 
+ 8 + 1 = 249. 

不 难 判 定 其 中 2 ДОХА 249, #010001: 的 末尾 有 249 
+=, | 


53 一 一 对 应 


“一 一 对 应 ”概念 在 数学 研究 中 经 常见 到 。 组 合 数学 在 研究 计 


数 问题 时 ， 更 是 常用 这 种 办 法 来 简化 我 们 的 计算 。 比 如 包 知 事件 
Я 和 事件 下 一 一 对 应 ,要 对 事件 4 计数 时 ， 可 改 为 对 事件 号 计数 ， 
假如 事件 吾 的 计数 比 4 容 易 ， 则 比较 畏难 的 事件 4 的 计数 从 而 获 
得 解决 。 下 面 先 举 几 个 例 个 ， 在 以 后 的 讨论 中 还 将 不 止 一 次 地 用 
到 类 似 的 办 法 。 

AL 设 基地 的 街道 把 城市 分 着 成 矩形 方 糖 ， 每 个 方 格 吕 它 
ки, ЖЗ ЕЕ, ARAE”, ЕЕ ЕН k, 
癌 某 甲 上 班 的 路 径 有 多 少 种 ? 


。 ， 问题 可 北 成 图 1-3-1 的 方 ” > Ст,я) 
格 图 ,每 格 一 单位 , 求 从 (0，07 | 
点 到 (Cm, 由 点 的 路 径 数 。 

KARERA ROER 
允许 向 后 退 ; ИЖ АИРИ z. - | 
у 的 正 向 走 。 
方向 前 进一步 为 *， 垂 直方 向 | 


上 升 一 步 为 ?。 于 是 从 (0,0) 
到 (тл), ЖЕЛІН т 图 1-3-1 
ЕЕ пр, ЛП» + n b. — RA Cm , n) НЕЕ 
径 对 应 一 由 光 个 +, # 个 了》 组 成 的 一 个 排列 : 
хку- ty, 
ть 
°ЯЗЖтМАх, п А y ВЕНЕ КУ Л (0,0) (m, в) ДОРЕ 
径 。 所 以 从 00 ,0) (т, =) ВОВЕ т ТГ хуи У 的 排列 一 
一 对 应 , 故 所 求 的 路 径 数 为 
М — С(т + n, т). 
427. С.Н. 是 碳 拨 化 合 物 , 随 荐 # 的 不 同 有 下 列 不 同 的 枝 
链 : | 


- 


一 Si е 
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图 1-3-2 


这 说 明 对 应 于 СНГ КОЖЕ ЖОН 3л + 2 ЛА, 
其中 # 个 顶点 与 之 关联 的 边 数 为 4; 其 它 2# 二 2 个 顶点 是 叶子 ， 
对 于 这 样 结构 的 每 一 棵 奉 ， 就 对 应 有 一 种 特定 的 化 合 物 ， 从 而 可 
以 通过 研究 具有 上 述 性 质 的 树 找 到 不 同 的 碳 握 化 合 物 СНЫ. 

613. 在 100 名 选手 之 阐 进 行 淘汰 赛 ( 即 一 场 的 比赛 结果 , 失 
败 者 退出 比赛 ), 最 后 产生 一 名 注 军 , 间 要 举行 几 场 比赛 ? 

Ж: 第 1 轮 要 进行 50 场 比 赛 , 留 下 50 和 名 选手 ; 

ЖЫТ 25 场 比赛 , 留 下 25 名 选手 ; 

第 3 轮 要 进行 12 场 比赛 ,1 名 选手 轮空 , 留 下 13 名 选手 
第 4 轮 去 进行 6 场 比赛 , I 名 选手 轮空 ， 留 下 7 ж; 
第 5 轮 去 进行 3 场 比赛 ,1 атэ, 留 下 4 位 选手 
第 6 轮 去 进行 МЕЖ: 


= 10» 


RE 


Б Б, ЧЕ ЖЕ, 

ЕО = 50 + 25 + 12 + 6 + 3 24-1 = 99 
т. EX h 100 АНА СЕ ЕНІН 99 人 ， 一 场 
比赛 淘 沐 一 名 选手 , 两 者 一 一 对 应 ， 故 立 序 可 得 比赛 场 数 应 为 99 
E. 

下 面 介绍 一 个 图 论 中 有 名 的 问题 、 即 计算 个 有 标号 的 顶点 
的 树 的 数目 。 即 对 # 个 顶点 wp ть, 用 # 一 1 条 边 招 它们 连 
接 起 来 , 间 有 多 少 种 方案 ? 

定理 (Cayley): + 个 有 标号 的 硕 点 的 树 的 数目 等 于 ns, 

证 明 : 定理 的 证 明 就 是 采用 了 一 一 对 应 的 方法 。 

恨 设 这 +#* 个 顶点 的 标号 为 1,2,… n, T ВН. ТЕЧ 
树叶 中 标号 最 小 的 设 为 ap АЛНА 20 В, а, Аа, 60; 
ERTA” — 1 个 顶点 的 树 中 再 寻找 标号 最 小 的 树 于 , 设 为 а, Ë: 
Ж БОТИ Л Ж 如， 移 去 顶点 а, М0 (а,Ь); ++. ЖАД FEBS 
FREARK F — 2 Шы НТА я--1, wti Y 
# 一 2 次 ,得 序列 


bby * "Énna 
жоі КНН, RiT Ha Tn 2 个 数 的 序列 : bibr 
bz。 这样 所 得 序列 不 都 是 由 不 同 的 # 一 2 个 数组 成 ， 
反之 ,给 了 一 ”一 2 个 数 的 序列 


bbr ` -bpas (1) 
тї ARAH T БМ ,办 靶 如 下 : 从 序列 
1,2, 3,ссс.л (2) 


中 找 出 第 1 个 不 在 序列 (1) 中 出 现 的 数 ,显然 这 个 数 就 是 a;:，、 建 立 
W Са, 8), МЯСЕ 5, НК) а, ЕЖЕ. 
序列 (1 和 (2)? 中 继续 以 上 的 过 程 , 直 到 序列 (1? 空 了 为 止 。 这 时 序 
列 (2) 留 下 两 个 数 设 为 2a;, ,连接 顶点 а, Б, 83 Е. 

这 样 ， ## 个 标号 顶点 的 树 下 和 я--2 ет bis bzs “. .“, bs: 组 


. ij + 


pe mia ПЕНЬ waspa =a ananas —” 


REFINO г Y —— ЖУЗЕ Ж, НВ, РУО 
Не, = 
现在 举例 说 明 议 加 深 理解 ， 


. `. в 
入 /人 人 
2 СІ 5 ` 

& - 
«т; т 
ALA = VL = 
РГ Ф ~ Ф, Б 


4 
7 6 т 6 7 7 
sl -H >L» Í 
1 ® 1 ® Ф = ` 
4” 
НІ 1-3-3 


图 1-3-3 тж ВАО ЮЖ ел. ORAR ЭУ 
应 的 邻 点 。 于 是 得 序列 
| 3,1,5,5, 1, 
以 序列 3, 1,5,5,1 不 难看 出 时 子 的 标号 为 
2,4,6,7 0 
而 及 从 3 出 现 一 次 , 1 和 5 ШОН sI Б Ж 
出 树 的 结 梅 。 有 反 过 来 可 从 序列 3,1 ,5,5,1 找 出 树 来 : 
1,2*,3,4,5,6,7 1,3%,4,5,6,7 1,4%,5,6,7 
( 3%,1,5,5,1 )-( 1*,5,5,1 М 5%,5,1 ) 


1,5,6%,7 1,5%;7 1,7 
- | 5* ‚1 )=( 1* )+(,). 
фа L FATES, а АУРЕ), F 


» 12 = 


-一 一 


图 1-3-4 


面 一 个 对 应 于 序列 (1)， 在 序列 (2) 中 未 符号 指 的 是 第 一 个 不 在 序 
列 41) 中 出 现 的 数 以 及 1) 中 指明 与 之 相应 的 邻 点 。 相 应 的 道 过 程 
表示 于 图 1-3-4。 ERF ж 的 边 为 新 增加 的 边 。 


$4 排列 的 生成 算法 之 一 


1. 序数 法 : 


自然 数 的 十 进 制 表示 法 是 最 常用 的 ,比如 小 于 10 的 正 整 数 
п.п РУШИ 
nm > 2:10%, 0 =< a, =< 9 
аа P 进 制 数 , 即 
n == E apt, Ep 


k=0ü 
їл? = 2 便 是 二 进 制 数 , 计 算 机 用 的 就 是 二 进 制 数 。 


. 13 = 


ТЕХ А Же ЖЕТЕ БІ ЕЕЕ 
бді = G — 1 + Dr 一 Di (n —1)(# — D+ — Dt. 
AH (а= 1)í = (n — 2) — 2)I + (n — 231, 

Л m) = Са — 1)(n — Пи + Ga —2)(я — 231 

+ (n — (а ЗЕ. 2.21 + 21 

Z 21=1+I, 


я—1 
.. a= 1441 +1. 
жет 


11--1--2! 2-21-511-11--3) 3-21 42-2] 
IHI 一 41,-…- 
БП я! — 1 — (з—1)(в—1)] + (s — 2) —2)1 ----2 + 21 
+ 1. 11. ER 10° — 1 = 9 . 10574 9 + 1082 + -.. + 9% 
J. ЖЯЕНЕВАЛА 0 # я! — 1 ҚИЫН НЕ m п] IE — HP Ж Ж 
m = а. 108—1) + s, (n — 2)! + '-- + a, (1-4-1) 


其 中 Оа š, і--1,2,---,т- 1, (1-4-2) 
ВБ Ө 8] яр — 1 Юя: ТИ C1-4-15855 71] 
(аль azs Gais 7775 025 а) (1-4-3) 


—— А, ВИЖ” quy qas" y Фа ы (1-4-1) 
У, 2 的 整数 部 分 为 


и + apa (ал +... + 251 +a, (1-4-4) 


Gai 


m ЗЕ 2 的 余数 即 为 en 
-类 们 的 理由 (1-4-4) 用 3 8 ЖЕП а, АЕ, 


тет, 


қы |a], к= ni — (# + Las 


. 14 >» 


ВИ m+: 2 я, ЖЕ + 1 作 整 数 除 法 得 的 商 ,而 r; АНЫН pak. Ш 
Ая | | | 
Е ар Fis G; m 7), *" "a 
НИШ næra i= 1,2, .8 一 上 。 


Ф]. m= 4000, БЇ п, = 4000 


m= 141 — 2000, ri 一 0) 


= 166, r= 2, 


т, == "| == 33, r= 1, 
! 

њ = 21 5, r, = 3, 
í 

m = || б, РЕ == 5, 
L 7 1 


BH 4000 = 5.61 + 3.514 41 + 2.31 + 2-21. 

综合 上 面 的 讨论 可 见 , WERS аз, 1 <і<я--1 
的 序列 

Clais bs rz 0 
共有 #1 个 ,正好 和 愉 0 到 ww 一 1 的 #1 个 整数 一 一 对 应 。 下 面试 
图 使 满足 条 件 (1-4-2) 的 #1 ДЕЈ naista зо ОЗ в 
个 元 素 的 排列 建立 起 一 一 对 应 闫 共 ,从 而 从 序列 (es 15 Aners ttt 
а) 得 到 一 种 生成 排列 的 办 法 。 ТУ, КФ" ТЯ 
别 是 1,2，…2a。 对 应 的 规则 如 下 ; 设 序 列 Сан 156,29 ` s а) 
МЕТЕЕЗІ Ср) = ppr opas Жана, 可 以 看 作 是 排列 (р) 中 数 
í 十 工 让 在 位 置 后 面 比 二 二 工 小 的 数 的 个 数 ,也 就 是 排 殉 ( 防 中 从 
е 15. 


数 守 十 1 开始 向 右 统计 小 于 或 等 于 i 的 数 的 个 数 。 以 排列 4213 
为 例 ,4 居 面 比 它 小 的 数 的 个 数 ( 即 аз) 2935 3 后面 比 它 小 的 数 的 
个 数 ( 即 а) 等 于 0; 2 后 面 比 它 小 的 数 的 个 数 ( 即 а,) 1; 排列 中 
WE 1 小 的 数 是 没有 的 。 故 得 

Ср) = (4213) «> (азаа) = (301). 
反 过 来 可 以 从 (3017? 获 得 一 排列 (42137。 各 个 序列 的 对 应 排列 如 
Ж 1-4-1, 


№ 1-4-1 

N | а, 4, 4, Р, P: Ps Pa Ра P: P: Ps 
5 8200 ‚1234 1423 
1 001 f! 21324 2413 
2 @10 |! 1324 1432 
3 011 2314 21431 
4 920 317274 3412 
5 021 3214 3421 
é 100 1243 +123 
7 101 2143 4213 
Е 110 1342 4132 
9 111 #341 4231 
10 120 3142 4312 
11 121 3241 ізді 


Ы ақау 一 021 为 例 ， 册 于 а,—=1, ТАН. X 
a= 2, К2ЖІ Р ЗМ. ІН аз = 0, Ж 321 位 于 4 的 左 
Ж. МИ ааа, = 021 对 应 于 排列 3214, 

2 字典 序 法 : Е 

图 1-4-1 ЖЕ, ЛАН ЦЕНУ Л ИИИ Е ВЧ 
序 ,; 给 出 一 个 排列 。 从 左 至 右 依次 为 : 


.14» 


2 214 2] 3 3141 114] 113] 214] 11411 УЗ 1731 if 12 


d ЗЕ |23 82 |4 3 а aif da at fe 25 jt 1f jè ЕСЕН ЕСЕН ЕРЕН 


1-4-1 


1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 
2134, 2145, 2314, 2341, 2413, 2431, 
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 
4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321, 
-BER PR HRF HER Н — ЗЕР рар: "Ра 生成 下 一 
个 排列 的 算法 可 归结 如 下 ;: 
(с) 求 满足 关系 起 р < p; 的 j 的 最 大 值 , 设 为 i, 即 
;— шах |р < РР). 
(G) ЖИЕС ра < p, 的 克 的 最 大 者 , 设 为 j, BD 
j= maxfkla-: < р}. 
(с) р, 与 р; SRE (р) 一 PP: PQ. 
(4) Ср) — юй Pi ib ibis t 中 Pia t Pa 部 分 的 题 
РЕБЕ, 得 Pipit БР, -- РР 便 是 所 求 的 下 一 个 排列 。 
Я. № pipip == 3471, 
(а) i= maxíjlpi- <р} = 2; 
2; j= шахі |р < Pat = 2; 
. 17 * 


(с) р 与 p, 交换 得 4321; 
(4) 4321 中 的 321 顺序 逆转 得 下 个 排 询 4123。 


$5 排列 的 邻 位 互 换 生成 算法 


最 直观 的 排列 生成 可 以 递归 地 进行 如 下 . 例如 # 一 2 时 的 排 
列 为 12,.21,#* 一 3 时 的 排列 为 3 分 别 插 人 到 12 和 21 的 前 面 , 中 


BJ. a al £$ 
312 132 123 


32} 231 213 
ЖШ в 一 4 时 有 排列 : 
4312 3412 3142 3124 
4132 1432 1342 1324 
4123 1423 1243 1234 
4321 3421 3241 3214 
4231 2431 2341 2314 
4213 2413 2143 2134 
”上 述 的 由 # 一 1 个 文字 的 全 排列 产生 # 个 文字 的 爹 排 列 的 最 
大 缺点 是 必须 全 部 保留 n 一 1 个 文字 的 全 排列 。 因 此 存储 单元 需 
求 最 大 ， 若 能 从 开始 的 1 2 …w ln 依次 产生 下 一 个 排列 ,家 
至 全 部 结束 , 则 可 以 避免 上 述 的 缺点 。 


L 算法 


下 面 介绍 一 种 较为 方便 的 算法 。 雇 1234 的 排列 为 例 ， FRE 
排列 1234 ВО ЕП АЗ 7 д 1234, 当 一 个 数 上 
方 箭头 所 指 的 一 二 人 饥 ， 相 邻 的 数 比 该 数 小 时 ， ЕКА Гуа ДК 
+. а 123 42,3 Ра. 

ТВА НЕЯ] Ср) 一 арс, ЕР ЕРІН 
Г: 


* 18: 


(51) 车 排列 Ср) = рр, 


否则 转 (52). 
(52) 求 所 有 处 于 活动 
状态 的 数 中 的 最 大 者 ， 设 


№ т. т ВЕ ЗАРЕ: 


89 — АННО АН 8 00 Z a tir 
Е, (53), 
(83) т ЖАРЕ 
数 的 箭头 改变 方向 ， 转 
(51), 
举例 见 图 1-5-1, 
请 读者 注 疮 各 数 的 活 
动 规律 ,以 1234 中 的 4 № 
例 , 从 一 端 移 到 另 一 端 , 共 
进行 了 3 次 换 位 ， 然 后 暂 
停 一 次 . НЧ 3 开始 活动 ， 
这 是 4 活动 的 一 个 过 程 。 
3 在 123 中 的 活动 规 
律 也 很 相似 ， 可 以 推广 到 
六 个 数 的 排列 ， 


2. 算法 的 实现 
稍 识 注意 未 难 发 现 算 


Pa 中 无 一 处 于 活动 状态 , 则 停止 ; 


К 


1-1-] 
fet „мА 


АШКЕ 
М „ы! ы ыы); 


| 


У 


> АЫ -4-1-1 
„я + 


НЫЕ Аы 


j sja 


4 


БЕРЕМЕ ААУ ВЕ ВЕ, Ней е 从 一 端 到 另 一 端的 活动 是 
有 闪 律 的 ,无 须 每 一 次 都 要 找 哪 些 数 是 处 于 活动 状态 ,从 条 再 找 其 
中 的 最 大 数 ,这 个 工作 量 是 巨大 而 无 必要 。 下 面 用 PASCAL 语言 
写 出 改善 了 的 算法 ,其 中 矩阵 4 是 用 以 记录 对 应 的 数 的 “行踪 ", 比 
如 d kl AUCTI RHE 1,2。 -过 这 大 个 数 的 排列 中 的 位 置 .矩阵 


+ 19 < 


— < ——sc- r - 
- --- n —a n sa rra. 


тж. ЖА HAER k Ж 1,2, «66, k ÉS 

НЕЗА Я ЗАЧ 3577 [А]. АШ ЖН ЬЕ 1-5-1 中 可 以 看 得 很 清 
楚 。 其 中 大 可 以 是 2 到 * 的 任意 整数 ， 而 且 规 定数 天 的 箭头 方向 
指向 左 方 时 e[k]=-—1, 反之 «[А]=1, p=0 ERES 1, 2-4, 
天 的 排列 的 最 左 端 航标 志 ,p А Е ЕАН. 


proceduro pergen(n:inreger); 
lsbel 1; 
Yar р,а,:,1,Е sintegers 
a ізтгау[ 1..0] of integer; 
с,Шізттау|2,,8)| of ілсе 
begin 
a[i] : = i; 
for i: m 2 to n do 
begin 
ali]; = i; 
43}: = i; 
е[1]: = —1 
end; 
1: qi = 0; 
for ig =< 1 to m do wrice(a[ i]); 
write(* "; 
for ks = n downto 2 də 
begin 
«ГЕЛ: = ак] + ofk}; 
р: = d[k ]; 
i p = k then e[k]: = —1 
elsc if p = 0 then begin 
ek]: = 1; qt = q + 1 
end 


else begin 


. 20 = 


P: = p + q; r: = s[ p]; ар]: = 
а[р + 11; 
a[P + 1]: ші; Roto 1 


end #24 
end; 
56 组 合 的 生成 
А 1,2,3,4,5,6 HE 3 个 给 全 为 例 , 从 中 找 出 规律 性 来 ， 
算法 使 自然 形成 了 。 


(19 123 (4) 124 (3) 125 (4) 126 (5) 134 

(6) 135 (7) 136 (8) 145 (9) 146 (10) 156 

(11) 234 (12) 235 (13) 236 (14) 245 (15) 246 

(16) 256 (17) 345 (18) 346 (19) 356 (20) 456 

读者 从 上 面 的 生成 过 程 中 可 注意 到 有 如 下 规律 : 

(1) 最 后 一 位 数 最 天 可 达 n A pi s 一 5; 例 数 第 2 位 最 大 可 
Жа-1,, ЕЖЕ GE A ir < r) ЖШ skt 
落 * 个 元 素 组 合用 сус, "c, 表示 ,并 不 妨 艇 定 

Cy c K tre X Cap 
ШІ c, = m, ся, “"”, acanar, 
RE оа ++ i, imj, 2, r, 
_ O 当 存 在 срп г ЕЖИКИ 
Е == шахр < п — т + j, ИМЕ сс 1. 上 与 之 相应 地 作 
619-0, + 1, с, мы T 1, +++, c, c,., + 1. 

例如 上 例 中 的 组 合 256 ,显然 coye; 已 分 别 达到 5 6, г М 
24503, c с, 作 相 应 的 修改 ， 分 别 改 为 4, 548345, HI 256 
的 下 一 个 组 合 应 为 345. 

明白 了 以 上 的 道理 ,归纳 从 一 个 组 合 ceee, 得 独 下 一 个 组 


. 2» 


РА pe 


ТЕРЛЕ: 
D ЖИЛ c; 过 4 一 r 十 i 的 最 大 的 下 标 i, 即 
| i= шах{}|с<па—т + j); 
© сос + L; 
ӘМ ізгі 位 开始 作 修改 : Cic сыл T 1; i= i+], 
і--2,--.,", 


97 人 允许 重复 的 组 会 


ЖЕ, 在 # 个 不 同 的 元 素 中 取 个 进行 组 合 , 落 允 许 重复 , 则 
НЕ Са 十 了 一 lor)。 

证 明 : 只 要 证 明 人 允许 重复 的 组 合 与 及 = 十， 一 荆 个 不 同 的 元 
РЖ г 个 作 不 重复 的 组 合 一 一 对 应 ;定理 就 获得 了 证 明 ， 

先 证 上 明 * 取 ”可 重复 组 合 ， 和 从 ?十 了 一 工 个 中 取 > 个 的 不 
人 将 重复 的 组 合 一 一 对 应 . | 
O ЖА, ЛЕ л 个 不 同 元 素 分 别 为 1, 2，…,*. 内 中 取 
个 作 倪 许 重复 的 组 合 dis Әр 777. lr 由 于 存在 重复 ‚Ж 

2, = a, < - =+ = a,. 

O M (в, +, а) ВШ (а,а + 1,55, КВП, +з, а, 
е)  —ЖУЕШ МН Carate) 对 应 一 不 允许 重 
复 的 组 合 (mse + 1 ,а, HS L, gi 十 了 一 1), 令 后 者 为 
Сә, 6, "`", 6,)5 В b, = a, + (&— i) = 1,2, --", r; 其 中 
b, < ф,< +++ < b, =Ç m F r — 1, Ж ЩЫ 1 [я 中 到 了 个 的 允许 重 
复 组 合 ,对 应 一 个 从 1 到 ”+ r — г 的 不 允许 重复 的 组 合 . 

KZ, G, 2, oe, n+ r— 1) Е ЧЕЖЕ ЯЯ АСЫ, 
БВ, b, В. :-- < b, в + r — L, 构造 序列 
bpb 1, b,— 2," *-, 5,— r + 1, АЯ 

b <, — 1 < b, — 2 < .-- < b, — r + !, 


. 22 + 


Wt mt 


| 


тл эйт тым шый Qa 1! 


4: ты — ktl, k= 1,2,-.. 7, 
a, < a, =s -* * < a, = #_ 
即 从 1 到 = 十 一 1 取 * 的 不 允许 重复 的 组 合 ， 对 应 于 一 从 二 到 
n 最 ”个 的 允许 重复 的 组 合 ， ш 
允许 重复 的 组 合 的 典型 问 题 是 取 ” 个 无 区 别 的 球 放 进 # 个 有 
标志 的 合子 ,而 每 合 的 球 数 不 如 限制 的 方案 数 ， 故 得 
定理 : 个 无 区 别 的 球 放 进 n 个 有 标志 的 合 于 里 ， 每 盒 放 的 
球 可 多 于 一 个 , 则 共有 Cis 十 了 一 1, r) 种 方案 . 
Ж. ТАП] Grey T zy 有 多 少 项 ? = 
(x +y х) БЕЛЛ АНЫ, ЖРА 4 个 无 
区 别 的 球 , 放 进 х,у, 2 三 个 有 标志 的 合子, 每 盒 放 进 的 球 数 不 加 限 
#1. їйїп: 
x' 相当 于 4 个 球 都 放 到 * 合子 里 ，y，z 空 合 。 
тух 相当 于 2 ЛИЖЕТ, уу 合子 各 一 球 。 
БИН r = 4, a= 3, 
x 5 


М --С(4--3-- 1,4) = С(6, а-а, 


ІК 15 项 是 а", су. ж, дув, my) хіі, жу', жа), ду, 


4 + 
еуі, уі, ут, у, 2, у, 


$8 若干 等 式 和 其 组 合意 义 


若干 排列 组 合 的 等 式 有 着 次 刻 的 实际 意义 ， 这 一 节 里 紧 透 过 
形式 推理 去 了 解 其 含义 ,这 不 仅 可 以 起 到 加 党 理 解 的 作用 ,而 且 十 
分 有 沉 义 。 在 以 后 的 讨论 中 如 不 特别 说 明 ， 则 从 # 中 取 7 个 组 合 
都 是 指 不 允许 重复 的 组 合 。 


жд, 1: C(n, r) = C(n, n — ғ), (1-8-1) 
Ыз TPO OGSS а, в, tts 6, ЕВЕ r 个 ， 余下 的 元 素 个 数 为 
+ 35 * 


____ ИА. 


я — г, [ЖЫ я ҢЫ” ЖШ ЯП s В a— r 组 侣 一 一 对 应 。 

等 式 2: Cla, в) == С(а—1,к) + С(я—1,,—1), (1-8-2) 

从 二 个 元 素 ал, а, 5-54, 中 取 个 给 合 的 全 体 , 就 其 中 元 素 
a 来 奢 , 可 分 两 类 , 即 所 求 的 组 合 由 这 两 部 分 构成 ; 

(1) 组 合 中 含有 元 素 a.。 这 一 类 组 合 可 看 作 是 除去 a, БТ 
的 # 一 ЛЖ: 一 1 的 组 合 , 即 由 从 # 一 1 个 元 案 wasei… 
a, 中 取 r 一 1 个 组 合 ， 再 加 上 а 而 形成 。 其 数 媚 为 Cs 一 1， 
r—1). 

DOTEA LK а ВОВ 0—8 А ЕВ Ы. 87,6; "у 
а. 中 取 ? 个 组 合 。 其 数目 为 Cln 一 hlr). 

例如 1,2,3,4,5 取 3 个 组 合 得 : 

123,124,125,134, 135, 145, 234,235, 245, 345, 其 中 123, 
124,125,134,135, АЗ =] ИЕН 2,3, 4,52 Т А 23, 
24,25,34,35,45, ЕЖП Е 1 而 成 。 其 中 234, 235, 245, 345 是 
H 2,3,4,5 取 3 个 组 合 而 成 的 。 


‚ 2 
^ 

7 а | 
s= = = — 一 一 — М `” уз 
ww NZ N J rm$ 
NNN „т“ 
7 >N их 
жа — =] 4 
6 s ““ ““ ` м 

图 2-8-1 


等 式 2 的 又 一 个 结果 是 著名 Pascal 三 角 ， 也 就 是 我 国 的 杨 
жа. 
л 5 НУР 1,5,10,10,5,1, 恰好 依次 是 


. 24 = 


(z + yy = z + 5xty + Шу лу + 5xy + y' 
的 系数 。 1 
等 式 2 的 男 一 种 形式 为 
С(т + n, m) = G(m + n — 1, m) + C(m + в — 1,т— 1), 
美式 左 端的 组 全 意义 是 从 C0,0) 到 《m, п) ТЬ, М, $ 5 9% 
1. ЗДН 工 项 表 从 (0， ОЗС, в DARRER A 2 项 
Же, бат 一 1 点 的 路 径 数 ， 因 〈mym 一 І).(т- 1, 
пу (050) А Ст, я) кї. О, АКЫ. СО OAR] (m, я) АВЧ 
径 数 等 手 分 别 到 《mm 一 1,8041 (т„»— DAHREK СЕ 
1-8-2), 


ШІ 15-2 ` 


等 式 3: Са + r + 1, r)— C(n + r, r) + C(n + r — 1, 
r— 1) + Cn + r —2,r— 2) + --- + Сбв 
+ 1,1) + C(n,02. (1-8-3) 
这 个 等 式 十 分 重要 , 它 可 以 从 等 式 2 而 获得 证 明 ， 
Ней 1: 等 式 左 端 是 从 并 十 十 1 М6 41 йі, ° * ° бе 
中 取出 > 个 作 不 允许 重 拨 的 组 合 , 结 果 不 外 有 以 下 几 种 情形 : 
《1) 个 组 合 元 素 中 不 含有 元 素 a, 的 , 相当 于 从 # 十 ?个 元 
Ж asa -tt ten 中 取 了 个 组 合 ,其 组 合 数 为 С(я + r, r). 
(2) r 个 组 合 元 察 中 含有 m ATEAK a, 的 。 МЖ 
Ж а, 的 组 合 中 依 a, 元素 重 新 分 类 , 含 a 而 不 售 а, НА, 


+ 25 = 


于 从 除去 元 素 a, a, 后 的 # 十 ?一 1 个 元 于 asao 35%) ашым 中 
М 一 1 个 组 合 , 然 后 如 上 元 素 а, 而 成 ;其 组 合 数 为 
C(n+ r — 1, r — 1), 
(3) ЛАЖНЕ aa, {ЖА ЛЖ a, 者 , 根 当 于 
从 除去 а, 414» в 三 元 素 后 的 = 十 r 一 2 个 元 素 中 ， Е: 一 2 个 元 
素 组 合 ,然后 加 上 su а, 而 成 其 组 合 数 为 C(a+ r — 2, r — 2). 
ЖЕ t 1:25 HE, 
取出 的 ?+ r 个 组 合 元 察 中 含有 4), Йаз `7. 0,15 каж 
4, 的 ， 相当 于 从 aptit asa 中 取 DERG aan year 组 
ВЕНА К Соя + 1,1), . 
(4) ЊН аа-а, 组 或 的 组 合 C(s, 0) 一 1。 
组 合意 义 2. 见 图 1-8-3， 公 式 左 端 相当 于 从 (9, 0) 点 到 
(n 士 1，r) 点 的 路 径 数 目 。 公 
式 右 端 第 1 项 CCn + r, r)25 


е аы, 
ннн d 从 (0，0) 点 到 (wn，r) 点 的 路 径 
数 ; 第 2 项 CCe+r 一 1 ， 


一 为 从 《0,0) 点 到 Cn,r 一 1) 


НЕН иш 点 的 路 径 数 ; 依 此 类 推 ， C(x 
| +1, ПМ (0.0) я, 1) 
.图 1-2-3 点 的 路 径 数 ;最 后 一 项 CCn,0) 


IAO, DARC, 0) 点 的 路 径 数 ， 
所 以 ,等 式 3 的 组 合意 义 为 从 (0，0) 点 到 (и 十 1， 站 点 的 路 
径 ,就 其 是 否 经 过 从 〈a， i) (о 1, 7) 点 的 边 ,分 解 成 不 同 的 
r 十 1 类 ,其 中 守 一 01 sr。 从 (9 0) 点 出 发 ,途经 从 (Ce DA 
到 (= + 1, D ARAKO 十 1, 六 的 路 径 数 等 于 从 (0,0) 点 到 这 
(л, 门 点 的 路 径 数 ， 和 根据 加 薄 靶 则 等 式 3 成 立 ， 
GSX 3. 公式 的 左 端 可 以 看 成 是 由 十 2 ж Жо. 
а б» йкы ШЫ” ЕЛЕШЕ MAS. TAA ш F J. Ph Я 
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能 ; 

《1) REELE а. НИЕ n + 1 不 元 素 eps， олы 
取 个 进行 允许 重复 的 组 合 , 其 组 合 数 为 COn + к,г), 

(2) 仅 含 一 个 元 素 si。 相当 于 排除 元 素 m， 在 余下 的 十 1 
ЖЖ азаа, а, НЕ г 一 1 个 元 素 进 行 允 许 重复 的 组 合 , 然 
后 加 上 一 个 а, 而 形成 的 ,其 组 合 数 为 《人 (mr 十 > 一 1,7 — 1). 

(3) АЛУ а. WAPA а, а, увы 中 取 * 一 2 
个 元 素 作 多 许 重复 的 组 合 , 然后 加 上 两 个 a 而 成 的 ; 其 组 合 数 为 
Cla + r — 2, + 一 2)。 余 此 类 推 . 

合 有 "一 1 个 元 宗 rm， 另 一 个 元 索 为 剩 下 的 * 十 1 个 元 素 中 
的 一 个 ,其 组 全 数 为 Cls + 1,1), 

r 个 元 素 都 是 m, 其 数目 为 1。 

由 加 法 法 则 全 得 等 式 3. 

例如 从 1、2,3 中 到 4 个 作 多 许 重复 组 合 。 令 а ДЖ. 

不 出 现 1 的 有 ; 2222,2223,2233,2333,3333; 

HER 1 4 1 的 有 : 1222,1223,1233,1333; 

出 现 2 个 1 的 有 : 1122,1123,1133; 

` 出 现 3 个 1 的 有 ，1112,1113; 

Ша 4 个 1 的 有 : 11, 

从 等 式 3 可 得 下 列 级 数 的 和 ， 

GJ S =1 +2 +3 . Tn С(1,1) + С(2, 1) 

вс, 
Сб», 1) = С(я,я— 1), . 
5, = C1, + C(2, DHC, 2)+ +C, п--1), 

相当 于 等 式 3 中 sl, r= n — l, 

S, = C(n + 1, n= 1) = > „(я + 1), 


(2) S= 1-2 2. 3+4 -- + + пбн + 1) 
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———_mwsaauaaamsasnrapanquwa er ee s=. , 


= 2 + 2603,2) + 2C(4, 2) +- + 20 я + 1, 2) 
= 2[C(2,0) + С(3,1) + C(4,2) 
+- + C(sn + 1, n — 1 
相当 于 等 式 3 中 s= 2, r= s— 1, 
$, = 2С(я+ 2,8 — 1) = "(л + Dn + 2), 


(3) $= 1+ 2. 3 + 2: 3. 4 + -+: + n(n + 1)(n + 2) 
= 31[C(3, 3) + C(4,3) + +++ Cln + 2,35] 
= 3 [C(3,0) + СС, р + CG5,2)+ --. 

+ C(n + 2,9 — 1)] 
= 31С(а + 3,n— 1) = 31С(я + 3, 4) 


_ + "G + 1)(n + 2)(n +3). 


等 式 4: 


(09-0) (20) аә. ег 


HERL: ЗАЕМ M. s + р DA 
£, 从 所 得 的 每 个 组 合 的 ?个 元 案 中 取 7 个 组 合 .. 由 此 所 得 的 全 
部 结果 相当 于 从 » 个 元 素 中 直接 取 г 企 组合 ,但 是 有 重复 .从 等 式 


右 端 可 知 , 英 重复 度 为 【 ，，，)， 即 其 重复 数 等 于 利 下 的 * — r 
元 素 中 取 1 一 * 个 组 合 的 组 合 数 。 

例如 从 1,2,3,4,5 中 取 4 个 组 含 得 

1234, 1235, 1245, 1345, 2345, 

再 从 每 个 组 合 中 取 2 М8 61839 1-8-1, 

从 表 1-8-1 可 见 相当 于 从 1,2,3,4,5 中 取 2 个 组 合 。 所 得 的 
12,13,14,15,23,24,25,34,35,45 各 重复 3 次 ， 以 12 为 例 , 除去 
12 тз, 4, 5 中 取 2 个 组 合 得 34, 35, 45， 与 12 组 成 1234, 


1235,1245， 这 些 都 有 构成 12 的 可 能 , 12 的 重复 是 由 此 产生 的 。 
65: С(т,0)--Сбт,1)-ЕС(т,2)----.-ЕС(т,т)-- 2", 
(1-8-5) 

证 明 :; 根据 二 项 式 定理 
Cr + y)” = x” + Cim, Daty + Ст, 2) 4 :+ А у", 

Ф х= у= | Ú 5 (848 ГЕН. 

组 合意 义 1; ТЖ лажы А” в 
所 有 状态 , 由 乘法 法 则 可 知 其 总 数 为 2。 等 式 的 左 端 说 明 这 所 有 
的 状态 可 分 解 为 从 严 个 元 素 中 分 别 取 0 个 .1 个 ,2 个 …、 严 个 组 
合 的 总 和 ， 

等 式 5 的 组 合意 义 2: 等 式 
左 端的 第 1 项 为 人 内 (0:0) 点 到 (0， 
m) 点 的 路 径 数 ; 第 2 项 为 从 C0， 
DAH C, m — 1) 点 的 路 径 数 ， 
第 3 项 为 从 (0,0) 点 到 (2， т-2) 
АР. ЕЖА, E 
图 1-8-4, 等 式 了 的 组 侣 意义 是 
А.Е РО 上 的 格子 点 
的 路 各 总 和 为 2*。 吉 2 个 人 从 
《0，0) 点 出 发 每 到 十 字 路 口 处 便 
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一 分 为 2， 直 到 到 达 PQ МЕХ, 这 样 每 人 所 走 的 了 路径 各 不 
相同 ,到 达 终 点 的 天 数 即 为 从 [0.0)? 点 到 该 点 的 路 径 数 。 

Ж 6: C(w,0)— С(л„1)-+С(ял,2) — ---+С(я,в) = 0, 

| (1-8-6) 

ЖЕ (x + у)*—= xz" + Cin, Day Саду + CCa, 
ay 等 式 中 令 “一 1, y= 一 1 等 式 5 使 得 证 明 . 

HEEN: ?个 元 素 中 取 了 个 组 合 。 了 ЮЕ ат F1 25 
于 fr 为 偶数 的 组 合 数 ( 包 全 0 个 组 合 在 内 )。 

REE г 为 偶数 的 组 合 和 7 为 青 数 的 组 人 台 之 间 建 立 起 一 一 对 
应 关系 就 证 明了 这 等 式 。 以 4 ТЖ asb, c, d 的 一 切 组 合 为 例 ， 
r 为 奇数 的 组 合 有 | 

a, b, с, d, абс, ава, аса, bed, 
r 为 偶数 的 组 合 有 
Ф, аб, ас, ad, ёс, èd, са, abcd, 

其 中 中 表示 取 零 个 元 素 组 侣 。 从 # 个 元 素 中 取 个 组 合 ，* 
可 以 有 不 同 的 值 , 但 就 元 素 ME RASA a 和 不 含有 元 素 a 两 
Ж. "ХЕ РН a ,去掉 а 便 得 一 ” 为 偶数 的 组 合 . 例 
如 abe 3:39 а {5 Бс, т 为 奇数 的 组 全 中 不 合 元 素 a НИНА, 加 上 
元 素 а 便 构成 一 个 r 为 偶数 的 组 合 。 例如 bed HE o% obed 如 
表 1-8-2, 


Ж 1-8-2 
+ 为 奇数 的 组 合 


"мажная 


r = min(m, пу, (1-8-7) 
组 合意 义 1; Ыт + n Е е ARAA ix m 
十 я Ай m ЛЕК, 个 是 蓝 的 , 则 一 切 组 合 不 外 乎 以 下 几 各 
可 能 : 个 球 都 是 蓝 的 无 一 红 的 ,有 ( ) ( ”) 种 方案 ; r 一 1 个 于 
т п 
ж а,в (7) (2, 
ж п 
红 的 ,无 一 蓝 的 ,有 ( .) ( ӨГ 依据 加 法 法 区 得 等 式 7。 
点 的 略 径 数 . 从 (0,0) 点 到 (mm + x — r, "点 的 路 径 必 须 穿 过 РО 
线 上 的 格 于 点 ,其 中 己 点 坐标 为 〈i — r,r), ОДА 00,0), 


Р(н-т,” 


(mta r,r} ! 


PQ 线 土 的 格子 点 学 标 为 
Ст — 1, Г), Em 0,1,2, "f. 
由 0 站 点 到 (m 一 1 四 点 的 路 径 数 为 
(,} 
М (m — l, DAS (m + n — r, r) 点 的 路 径 数 为 


+ 31 š 


人 n ). 


r — І 了 一 上 


НЕЕ, АСО, DAE, 经 (т — Г, D AR mta 


一 7) 点 的 路径 数 一 ( ，) (2), Волга 


СС) A (9). 
等 式 8: 
ССС) 
$47 h, Ж m =< xs, , к=» 


Ca) + a (1) ++ ӨТЕ 
-(200%02 (1) + С) 


59 应 用 举例 
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AL 7 个 科学 工作 者 从 事 一 项 机 密 的 技术 研究 ， 他 们 的 工 
作 室 装 有 电子 锁 ,每 位 科学 工作 者 都 有 打开 电子 锁 用 的 “ 钥 坦 ”为 
了 安全 起 见 ， 必 须 有 4 位 在 场 时 才能 打开 大 门 。 试 问 该 电子 锁 至 
少 应 具备 多 少 个 特征 ? 每 位 科技 工作 者 的 “ 钥 坡 "至 少 应 有 多 少 种 
特征 ? | 

М: 任意 3 个 人 在 一 起 ,至 少 缺 少 一 种 特征 , 故 不 能 打开 电子 
锁 . 由 7 个 人 中 的 3 个 人 组 合 的 组 合 数 为 CC7，3), МАТЧЕ 
应 有 CC7,3) — 7-5-5 一 35 种 特征 。 这 样 使 得 任意 3 人 在 
场 时 至 少 缺 少 一 个 特征 而 打 不 开门 。 | 


对 于 其 中 任何 一 个 人 人 ,其余 5 个 人 中 任意 3 个 人 在 场 , 至 少 缺 
少 一 个 他 所 具有 的 特征 而 无 法 打开 天 门 。 所 以 每 个 人 的 AA E 


少 要 有 C(6 ,3) 一 人 一 20 种 特征 。 


#12. +4 个 全 辐 的 质点 ,总 能 量 为 450, 其 中 E, 是 常数 。 每 个 
质点 的 能 级 可 能 为 KE. k= 0,1,2,3,4, 

(1) ЖЕ RE, PSM san] PLS E ТЖ Ж, 而且 服从 
Bose-Einstein Ж, 即 同 能 级 的 质点 可 以 处 于 相 辣 的 状态 。 试 问 
共有 多 少 种 不 同 的 图 象 ? | 

(2) ЖЕЕ kE, 的 质点 可 以 有 20 + 已) 种 状态 , 而 且 服 
M Fermi-Dirac 分 布 , 即 不 允许 同 能 级 的 两 个 质点 有 相同 状态 , 癌 
有 多 少 种 不 同 的 图 每? 

Ж. 总 能 量 六 45, 的 4 个 质点 有 以 下 5 种 可 能 分 布 : 

(0,0,0,4), (0,0,1,3). (9,0,2,2), 

(0,1,1,2), (1,1,1,1), 
Жн (ғ, mao т") 表示 4 АҚАНОВ monn т. тый 
Ет + n, + в, + п. =.4, 例如 (C0,0,2,2) 表示 2 个 质点 为 0 级 ， 
2 个 质点 为 2 了 3 级。 

СІ) 依据 АЕ, ВЕНА AA LEE 种 状态 ， 故 各 能 级 的 
状态 为 


汝 为 同 能 级 的 两 个 质点 可 以 处 于 相 闻 的 状态 ， 故 分 别 讨论 各 种 分 
布 如 下 : 

@ 对 应 于 (0,0,0,4) 有 1 x 17 = 17 种 图 象 。 

© 对 应 于 (0, 0,1, 3) 分 布 , 依 乘法 话 则 有 1IX2X10 一 20 


* 33 = 


pr ОРЧИН чаран >”. ——a—>,,x.—rrrr с с зг 


— 


жене. 
@ 对 应 于 C0,0,2,2) 分 布 , 依 莱 法 法 则 可 得 不 同 图 象 数 为 
6) X 1s 
2х1 ” 

因 在 2B。 能 级 有 2 个 质点 , 而 万 二 2 时 有 5 种 状态 ， 但 允许 有 四 
个 质点 同 在 一 种 状态 ， 故 相 当 于 从 5 种 状态 中 取 2 个 作为 允许 重 
复 的 组 合 , 其 组 合 数 为 

5-Е2--1 6 
( 2 )- (3). 
@ 对 应 于 C0,1,1,2) 分 布 状态 的 不 同 图 象 数 为 
2 十 2 一 1 5 ^3 
( қ С)-06):5-3х5-із. 
© 对 应 于 (1,1,1,1) 分 布 状态 的 不 同 图 象 数 为 
2+4—1 5 
( 4- )-(9-> 
由 加 法 法 则 可 得 总 的 图 象 数 为 
N = 17 + 20 + 15 + 15 + 5 = 72, 
(2) 若 不 允许 局 能 级 的 两 个 质点 处 于 同一 状态 。 因 能 级 šE, 
的 状态 数 为 2C1 十 9,80 


能 级 不 6 1 2 3 4 
жан 2 4 10 20 34 
分 别 对 各 种 分 布 讨论 如 下 : 


© 由 于 0 级 只 有 丙种 状态 ， 而 每 种 状态 不 允许 有 两 个 质点 ， 
所 以 (0,0,0,4) 分 布 是 不 可 能 出 更 的 ， 即 40,0,0,47) 状 态 的 分 布 图 


象 数 为 0。 
© 对 应 于 C0,0,1,3) 分 布 状态 的 不 同 图 象 数 为 
4 x 20 = 80. 
. $4 + 


© 对 应 于 (9,1,1,2)? 分 布 状 态 的 不 同 图 象 数 为 
4 
2x (2) x 10 = 120, 


@ 对 应 于 C0,0,2,2) 分 布 状 态 的 不 同 图 象 数 为 
(5 = 2X0 L 45, 
2 2 | 
@ 对 应 于 (1,1,1,1) 分 布 状态 的 不 同 图 象 数 为 
(,)- A. 
4 
ЗЕ ne РЕ WJ Ч ЖЖ | 
N = 80 + 1204-45 + 1 = 246, 

ЯЗ. 三 个 全 辣 的 质点 分 布 在 两 个 金 同 的 势 阱 里 ， 总 能 量 为 
ЗЕ, ЋЕ 20 АЕ, ҚЫЛА 200 1) 种 状态 ， 并 服从 Fermi- 
Dirac 分 布 。 间 共有 多 少 种 不 局 的 图 象 ? TRE Fermi-Dirac 分 布 ， 
同一 能 级 的 琴 个 质点 不 倪 洗 处 于 相同 的 状 沪 ， 但 不 在 同一 势 阱 里 
的 两 个 质点 是 独立 的 ， 即 不 同 势 阱 里 的 同 能 级 的 责 个 质点 可 以 处 
于 同一 状态 。 

Ж: 三 个 全 同 的 质点 分 布 在 两 个 势 际 , 只 有 两 种 情况 .〔《e) 三 
个 质点 同 在 一 个 势 阱 里 ;C5) 一 个 势 阱 里 有 一 个 质点 ， 其 余 两 个 质 
жа Ава. ОНР. 

(а) 三 个 质点 同 在 一 个 势 阱 。 其 分 布 状态 可 能 有 : (0,0,3), 
C0,1,2),C1,1,1) 三 种 。 不 同 的 图 和 象 数 为 


4 
м. 20 +2х4х10+(.) 


— 20 + 80 + 4 = 104, 
(5) АННЕ, ДАШ 3E, 的 分 布 状态 有 : 
CONO,3Y CO 2), CCO,2) CC 1 C2)C1,0),C3)C0,07. 其 
中 C0)(0,3) 表 示 一 个 势 阱 里 有 一 个 质点 ,而 且 其 能 级 为 0; 另外 一 
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个 势 阱 里 有 两 个 质点 ,能 级 分 别 为 0 和 3E,。 余 此 类 推 , 不 一 一 解 
їй. 


^^ N;= 2 x Z X 20 + 2 Xx 4 x l0 + 4 x 2 х 10 
+ 
+4x(,)+i0x2x ++ 


— 80 + 80 + 80 + 80 + 24 + 20 — 364. 
根据 到 法 法则 得 不 同 图 诅 数 
N = N, + N, — 104 + 364 == 468, 
例 4 (0,0) ЖК m, aA (т < #) ,要求 中 间 所 经 过 的 
每 一 个 格子 点 《ep Ниро ПН? 
Ж: ЗАИТ НА (0, 0) Ж (m, я) 点 的 路 径 数 为 


тн А 2 
( 小 本 问题 排除 了 其 中 碰 到 或 穿 过 了 一 “上 格子 点 的 了 路径、 


以 (0, 站 到 (Cm ,a) 点 的 路 径 中 车 排除 经 过 点 Ca,4) ,上 < a, É9 
可 能 性 ， 则 第 一 步 必 须 从 C0;0) 到 C0,1)， 因 此 间 题 等 价 于 求 满足 
Ях ВОЛА СО, DAR COn sn) 点 的 路 径 数 ， 


у (т,я) 
ғ ка 
(туа) . ” 
w 1 
Д Ë 
0,1) 
(3,1) 
0,0) („ву * 0,0) (1,0) ! s 
ЙІ 1-9-1 图 1-9-2 


由 于 m < л, PANOR C, пл, Ж» 
g y — < CORTA. ТЕУ БАС1,0) (m, n) 点 每 一 条 


ЕЕ», БАСО, DA] (m,n) 点 但 经 过 ?一 “ 线 上 的 格子 点 的 路 径 
六 的 一 一 对 应 关系 。 

МЕ 1-9-2 Я М, ЖА, OR (ие, п) ИЕН у з 
的 交点 从 左 厕 右 依 次 为 Po Р,,---, P > Ж Р, 是 最 后 一 个 在 ? 
一 * 上 的 格子 点 。 作 (0, DAR) Р, КОН C 能 之 与 
ERC 0) Р, АН СНВ ЕР У = хх. 于 
ЖАСА, ХА (т, n) 点 的 一 条 有 路径 ,有 一 条 从 (0,1) 到 (m,n》 
点 ， 但 过 ?了 = БРИЗ ХЕ. -反之 对 从 K1 DRA C, 
n} 点 的 一 一 条 路 径 ( 必 穿 过 У = х ERRETA) 必 存 在 从 (0, 1) 到 
(т, n) 659362 Уя Ш. 

АЖ N = (0, DAR (т, DARKA 

— (1,074 От, АНЕ ТАЖ, 
m+ зл —} m— | + # 
ane (T (т) 


m т— | 


= _ t  _ ____1__ 
(m+n D1 | ei | 


#15. Ее. 两 个 用 4 位 二 进 制 数 表示 的 码 , 设 
bb 
如 车 а, ^ b, 的 个 数 为 1, 则 用 下 2.5) 一 4(5, а) = 1 В, 
a b ҰЗҢУ Hamming 距离 。 关于 Hamming 丁 离 下 面 的 三 角 不 等 
ARA 
d(a, b) + 4(5, c) 2 dLa, с), 
ЙЕ c= eerte, Фа, c) = 1, WE а; 2 ç, HH Ты HS PN hb 
可 能 ,或 0 或 1, 所 以 有 以 下 两 种 情况 ; (1) 2; >= b,, {Н b; = ç;; 
(2) a; = bis b;> с, 由 于 假定 dac) = „ИАН 
(1), LEMERE), I— 1 + L. 


С... — — a. aa rasara m e . T АР А 7` . 


根据 Hamming EBELA 
dla, h) > h, d(b.c) 2 in 
Ж g(a,b) + ФС, су > d(a,ce), 
如 车 а Бра 的 距离 < r, ШҚАУ o 是 & 的 错误 而 予以 纠 
ЈЕ, а 当 作 是 码 a 而 加 以 处 理 。 这 样 任 意 两 个 码 a, b ZEA 
Hamming 距离 不 得 小 于 2r 十 1, 否 则 将 可 以 构造 。, 使 之 满足 
44,0) = r, 46,6) = ғ. 
BH c SW a Si ПНА, р Р ғ. 无 法 纠正 。 因 车 4 与 5 的 
距离 为 yy ， 即 其 中 有 27 ЙЫ а; w b. МЭХ r 位 中 选取 了 位 
使 之 保持 与 a 相同， 男 + 位 与 相同。 这 样 所 得 的 : 便 是 所 求 ， 
反之 ， 若 有 一 组 码 ， 其 中 两 两 的 Hamming 距离 不 小 于 2r 
+1. Ес 与 4 аң < г, НТ dasa) + dla, Б) Z а, 
6), Tj AIER а 与 其 它 码 的 距离 大 于 r。 
有 一 组 Hamming ЕЖА 2r + 1 的 x 位 二 进 制 码 : 
Gis d>, *"* йы» 


n 位 二 和 进 数 总 数 为 2* ,2* 个 二 进 数 中 与 其 中 о, 距离 为 下 的 数 的 个 
数 显然 为 (+). НОМ а, 中 服 出 旬 位 加 以 改变 而 得 。 故 与 а, ЖЕ 
窗 小 于 等 于 7 的 数 的 个 数 为 


” L] я i я 
БЫНЫ БЫР 
凡是 与 a; 的 距离 小 于 等 于 7 的 二 进 数 都 认为 是 由 于 а, 的 错误 引 
кт, 令 И; — {а (а, а) < rh. 
根据 距离 的 三 衣 不 等 式 , 可 知 2" 个 数 中 每 个 数 最 多 只 能 属于 
UU ЭУ, 中 的 一 个 。 


к) Оа 


x. 


M < я n ° 
h ий `, 
DeC) 

Я6. 脱氧 核糖 核酸 (ОМА) KITE GARE), G СЁ, 
БЕ»), C (Haway Pa T СВОЕ) 4 НЕ AE, ПЛАН 
ЯП ЖЕ ЖЕ ДЕРЕ ВЧ ЖЕ 5 РОВЕР sa ЖЕ, AAR Aae 
ЗЕЕ Е yE ya Ж.Ж pk N ША ШЕ ЫЈ. 连接 过 程 总 是 A AIT 85/4. 
ЄС. ША Te п АВНЕ ЕН ADADA. 生物 
”的 遗传 信息 是 由 DNA 分 子 中 4 ЛЕВ E Mt pa REA 

不 而 的 排列 顺序 记录 下 来 。 它 载 荐 人 类 的 全 部 基因 或 全 部 遗传 信 
息 。 所 谓 基因 就 是 DNA 上 一 小 路 , 平 网 长度 为 900 一 1500 个 碱 
基 对 ， 人 的 DNA 约 有 3 х 10° МЕ. 

核糖 核酸 (RNAI) 也 是 一 种 遗传 物质 , 它 是 由 A.G, С, U СИ 
БЕ) 4 А С E BS HEZU Ti EY НО СВАЕ Е. 
通过 基因 将 它 的 遗传 信息 传递 给 RNA, RDA S EA MK 
表现 其 功能 ， | 
(1)》 蛋 白质 分 子 中 有 20 种 氨基 酸 ,在 RNA Е SE ШАЯН 
ERDERA E ЖАНР, 三 联 体 遗 传 密码 有 14: 一 64 个 排 
WAR. CRET 20 种 氨基 酸 密 但 的 需要 。 
(2) 例如 ВМА #8: 
CCGGUCCGAAAG 
ЛЕ ЕХ G ЛЕ (АПН G Ж ВМА Я). 
ССС, С, UCCG, АААС, 
显然 有 41 = 24 种 不 同 的 RNA БИНА С АЕ. 
者 利用 U,C 酶 将 上 述 的 RNA 链 分 解 成 U,C 片段 ; 
С, С, GGU, C, С, САААС 
由 于 GAAAG ТЕН ВЕЕ АНИ, ПВ СШ 4 д, Н. 
C(5, 4) = 5 


. 39 = 


ЖЖ НЕ, 它 的 U, С БЕД ЕН; C, С, С, С, ОСО, 
GAAAG。 它 们 是 

CCCCGGUGAAAG 

CCCGGUCGAAAG 

CCGGUCCGAAAG 

CGGUCCCGAAAG 

GGUCCCCGAAAG 


$10 Stirling 近似 公式 


在 组 合 数学 中 经 常 遇 到 #1 ІБЖ n 的 增 大 ， 结 困 增 长 迅 
ЗЕ. Stirling 公式 绍 出 一 个 求 #1 的 近似 公式 , 它 对 从 事 计 算 和 理 
论 分 析 都 是 有 意义 的 ，Stirling 公式 是 这 样 的 ， 
ni ~ Viza{ 2). 
这 里 符号 ~ 表示 它 的 两 端的 比值 , 随 闭 # ДЗС ВКТ 1, 也 
就 是 


= 1, 


Нш ————21_-— 
"М? хп (ajed 
即 相 对 误差 随 着 * 的 趋向 苑 穷 而 趋 于 零 . 然 布 绝对 误差 并 非 如 此 ， 


实际 上 | 
шч Vi) |- 


L Wallis 公式 


i іп txdx, k= 1,2, 0-5, 


< 
т 
显然 ， haz, Í 1, 


. 40 + 


k > 2 8, 


В = — cosxsink ix F + j: (4-- l)cosxrsint 1245 
-- 0 + (k — 1) j (1 一 зіһ туыл ж 
* 


= (& ОС 1) 


# 
„= ATL na (1-10-1) 
% 
сре то. "а, 
zN 2.4.6. --- 6 (а — 2) п, n ERR. 


由 (1-10-1)， 
| RZD, 大 是 奇数 ， 
11 


г, (1-10-27) 


Т |с 1 
АН, каи. 


ще (0, хув, 
2. - 
initie < біп ж, 
过 而. . | 
Ia < la < la k= 25055, 
ІНСІ-10-2), 


аи g ATDI, = «АОН, 
(2k + 1)11 {2411 2 025-101 


х 
2 


——— < А 
(ары. ИЕ к =. 
(24 — 111] 2А+1 


1< 


. 41 + 


айй 


ША” 


1 QRO * 1 _= 
cenm +1 2° 

Em [Su ж 

+= Сэй) и 2” 

ГИЯ 1 2 Е 

а Aa а-ы» 


2k + 1 
2. Stirling 公式 


іне 


а» 
1-10-1 
4, = Í indz = аа | 一 [= — nlna — n+ 1 (1-10-4) 
1 ` 1 -. 
„= + 114 ш2 + --. +в —1)+ lna 
一 mr 一 了 ns (1-10-5) 
ta PILAE E х з, х= n J МЕ G, 0,02, 12), 


(п — 1, а Се 1)), (я, пя) 诸 点 而 成 的 折线 立成 的 面积 ， 


ч 
T, = 4 + ш2%----- In(n — 1) + y las C1-10-6) 


.42. 


T, 是 由 三 部 分 面积 之 和 构成 的 。 一 是 曲线 一 nx 在 * АА 
的 切线 和 z М, UE э А — T, z— k + + 包 图 的 梯形 。 当 
分 别 为 2,3,- ул — 1 时 的 面积 之 和 ;一 是 由 y= jnz {Ех = 1 点 
的 切线 ，* 一 3/2 线 ; 以 及 = 轴 转 成 的 梯形 ; 另 一 是 由 y — №», 
r= луук" n R = 轴 包 力 的 矩形 面积 。 因 而 有 
„<, =< 7, (1-10-7) 
наи. Ü < A, Ра < T,—u == + 
" К 8 | 
7 ү b, = 4, —1.. мі Т 8, =.. 是 单调 增 ， 而 且 有 上 界 ， 


HARE, © 
ú іт ё, = b, 


Н(1-10-4) „(1-19-58 
b, — nina — л + 1 — In(n1) + + ая, 


= (na — n + 1— Ш) ++ in Ув 
1а (01) = 1 — b, + nz" + in л 一 ше" 
пі == et n VEES] {1-10-8) 
& 一 co lima, = В, | 
将 C1-10-8) 代 人 (1-10-3), 整 理 得 


8- Ух. 
所 以 
сам ті Y 
im — - 一 1， 
He пі 


+ 43 + 


| . 
== "| 
但 是 
im [п я (ZY ]—«. 
Ф а Zan (ZY оно, 的 一 些 特定 值 列 成 表 1-10-1 
Ж i-to-i | 


8, һ1/4, 


10 3.628854 10 3.59В7 16° 1,0084 
20 2.4329 102 2.422810 1.0042. 
30 2.6515. 10" 2.6452 ин 1.0028 
40 841562100 8.142220 10 1.0021 
50 3.041452 10% 3.0363 10“ 1.0017 

8.326010" 8.3094 м 109 1.9014 


N: 60: њ6.28318(022.072767у" 
т-19.416251 x 4,2796351 х 10% 
8.34 X 10" 
60 个 字符 的 全 排列 ， 若 用 每 秒 钟 生成 10 个 排列 的 超 高 速 计 
算 机 需要 时 间 为 
T — 601/1365 х 24 X 3600 x 10” 
= 8.34 X 10/3115 X 10" 
= 2.65 x 107 #E, 


3 题 
1. 证 任 一 正 整 数 * 可 唯一 地表 成 如 下 形式 ; 


s = > вн], оша сі, í = ls Z, erg 
ізі 


. 44 = 


2. 证 zla — 1, r) = (r + 1)€(n, r + 1), НАХ. 
3.ШЕСУ, АС(в, ML) = 2”. 
Ami 


4.88 ТЖ, рН, SERS —НЖ НЕЕ СТ 
ЕЕ 

5 .六 个 引擎 分 列 两 排 ; 了 要求 引 擎 的 点 火 的 次 序 两 排 交错 开 来 ， 试 求 以 一 
特定 下 全 开始 点 火 有 多 少 种 方案 ， 

6. RAA 1 A 1000000 的 整数 中 , 0 出 班 了 多 少 次 ? 

7, 直 今 务 = 个 玄 排 成 一男 妇 栓 间 的 队伍 ， 试 果 有 和 多少 种 不 同 的 方案 ? Ж 
В жт, М ЖРО Ж? 

8. s 个 完全 一 样 的 球 , 放 到 r ТИБЕТ, не, ЕЖЕ А 
` - 1 
证 其 方案 数 为 ( , |). 

9. 设 = = puppes ра. Ра". Р Ж 1 ТЫНЫ, ЖЕНЕ 
ЗЕЕ. 

10. 试 求 * 个 完全 一 样 的 散 于 挤 出 多 少 种 不 同 的 方案 ? 

11у то 边 形 的 任意 三 个 对 和 角 线 不 共 点 。 试 求 这 凸 10 ИНЫЕ 
于 多 少 个 点 ? 又 把 所 有 的 对 角 线 分 割 成 多 少 段 ? 

12 . 试 证 一 整数 是 另 一 个 整数 的 平方 的 必 时 条 件 是 除 尽 它 的 数目 为 奇 
ж. 

ЛЕ ЕН, ТАДЖ ТЕР, НОЯ. РЯ 
定之 一 : 阿 有 多 消 种 不 同 的 图 象 。 假设 合子 始终 是 不 同 的 ， | 
| (a) Marwell-Boltzmann DE: ” 个 质点 是 未 同 的 ,任何 便于 可 以 放任 
ERT. | 

(5) Bose-Einstein ББ; > 个 质点 完全 相 则 ， 每 一 个 盒子 可 以 放任 意 
Жї. 

(е) Fermi-Dirac 假定 ， + FO BRASA 88562 38]. НАЛ Л. 

14, 26 个 英文 字母 中 取出 6 个 字母 组 成 一 字 ， 若 其 中 有 2 成 3 TE 
р Ја ул E DAER FEN)? 


ЛИРИ ЕТЕР 
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КОС) 7 Usnea 
вз (2) ( (Се (Ә-С уа 


17.1288; ` 


т т т-і т ra — п my , 
(54.2 * (Or) 
18.a Ае ТЕ, РЖ? 
19. ЕН ВЕНЕ ЕЕ НЕ ЖО ЫЛЕ SAO DER В AEE 
号 计算 其 对 应 排列 的 算法 - 
20.(27 按照 第 19 年 的 要 求 , 写 出 邻 位 对 执法 (排列 的 生成 算法 之 二 ) 的 
相应 算法 ， 
CE) 写 出 按照 邻 位 对 换 法 由 给 定 排 列 生 成 其 下 一 个 排列 的 算法 。 
?1 .对 于 给 定 的 正 闽 数 п, 证 明 当 
п 一 一 ТЕ 
1L, 251 着 = 是 有 有 数 


> Ж» ЖЕ 
N, С.Ю REAR. 
22. (a) MAADE 2901 С 都 是 整数。 


C) 证明 г жеж. 


23《 在 2# 个 球 中 ， 有 = 个 相同 。 求 从 这 2 = 个 球 中 选取 = 个 的 方 


жж. 
(b) # 30 + l ARR, E РН. ЖЫХ 3л + шыным 


ЕН. 
24. ЕБЕТ = В RN, L LERAREN в 的 字符 串 中 ， 


00) эшик 261 


w (°) ) +{,) + + ) 


= 46 + 


Жү z = 2 5]. 


25.5 台数 学 机 器 m 个 学 生 使 用 ,使 用 第 1 台 和 第 2 台 和 的 人 数 相等 ,有 多 
少 种 分 配方 案 ? 
25. 在 南 = 个 0 及 = 个 1 构成 的 字符 串 中 ,任意 前 个 字 等 中 ,的 个 数 
不 少 于 1 的 个 数 的 字符 护 有 多 少 ? 
，27, 在 1 到 * 的 自然 数 中 选 肥 不 和 同 且 互 不 相 铝 的 上 个 数 ， 有 多 少 种 选取 
方案 ? © 
28. (ау 在 5 个 0y4 个 1 组 总 的 字 和 将 串 中 出现 03 或 10 的 总 次 数 为 4 
的 ,有 多 少 个 ? 
(8) етл 0, = 个 工 组 成 的 字符 串 中 ， 出 更 如 或 10 的 总 次 数 为 
k ËJ, 5 p+"? 
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SOE қақы 
1% а Ж 


ЖЕ ЕТНА 3 TE, ПИЕТЕ H 
必需 的 。 ЗЭС АОВ Е ЕНН НАН. ШАҚЫ 
Hik IH XE И ЖЕ КЕН РН. Min 

(I + as,z=)(I + ах) Cl + ах) 
= 1 + (a + a, + --- + a,3z + Саа, Нав, + + 
+ а, ца, )х? + +++ + даз а.х", (2-1-1) 

好 项 的 系数 аа, + aja; 十 … + а, а, 中 所 有 的 项 包含 了 从 
в 个 元 素 в, а, 75, в. 中 取 两 个 组 全 的 爹 体 ; AA г ААВ 
ваза; 中 йай, Td 包含 了 从 н “эж Mis dzs 577% 
6 中 取 3 个 组 合 的 全 体 。 依 此 类 推 ， 

ЖФ amam erma ml, 在 (2-1-1) At = МЖ 
$: 

ва: + aja, + “ңы На. 
中 每 一 个 组 合 育 工 个 贡献 ,其 它 各 项 余 此 娄 推 。 故 有 
(1 + r) = 1 + ССя, lz 十 Cny De t :二 C(n, nje", 
(2-1-2) 
男 一 方面 
(l+ AOC + zr)" = (1 e ort, 
[CCm 0) + Clm, + + C(m;m)z"][C(s,0)4+- 
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+ С(л›1\)ух + --- + С(л,п)х*°] = [C(m + в, 
` + Cim + ву и + --- + Cim + вт + n'h 
比较 等 号 两 端 项 对 应 系数 ,可 得 一 等 式 
C(m + n,r) = C(m,0)C(s,r) + C(m,1)C(8,r 一 1) 
| +- + CCm, ВСС, 9), 
这 个 等 式 在 第 一 章 $ 8 已 给 岛 ， 并 给 以 组 合 的 解释 。 这 里 不 过 给 
出 舅 一 种 比较 简单 的 证 明 。 2. 
同样 对 于 (1 + zy [1 + 1), Gk a > mm)， 用 类 似 方法 可 得 
等 式 
Сбт + n, m) = СС, Сбт, 0) + COn, Сбт, 1) 
+- + С, m)C (m, т). (2-1-3) 
方法 如 下 | 
(1 + ef 十 1) tl + ун”, 
=> [С(л,0)+ C(m,l)z + +++ + C(n, nja] 
- [C(m,0) + Cím, 1) -- + С(т,т)е =] 
= Clm + n0) F C(m +в, 
+ Clim п,2)а + C(m + вт + njet], 
ERSE Pi wa nu ЖЕЛЕ, ИП КАЗ (2-1-3), 
又 如 等 式 
(1 + х)" = С(п,0) + C(ma, Dz + ба, 2)x! 
. + --- F Св", 0 
4х = 1 815 
С(п,9)-- CCa, 1) + --- + Chns в) = 27, (2-1-4) 
(2-1-2 ы НЯ z Ж. 8198. 
nCl + r)" = C(s,1) + 2С(л,27е + 3С(»,3)" 
+ --- + СС, пухт і, (2-1-5) 
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аҚ (2-1-5 PN r= 1, - 
Cln, 1) + 2CCn,2) + 3C(n,3) + +++ + nC(n,n) 
| = 2" (52-1-6) 
RIE ET L 9] . 
С(,1)х + 2С(п,2)х? + 3C(n, Зу + +++ Сбт" 
БЕ ‚ = nx( l + ху”. 
5. C(n,1) + 226(п,2) + 37С(,,3У)4-<:- + n:C(m,n) 
: : = n(n + 1)2=2. (2-1-7) 
ETAPER SER, НОВА БИС 
(14 х)" 在 研究 序 询 Ctx, 0), ССа, 1), +++, СО», НЕ Ж. 
ЕЕ, НЯНИ НАЯ. Яза 
如 下 。 
定义 ; 对 于 序列 в, а, а, - +, ВЕ — А 
Gr) = a + az + or + -toy 
HEAR СС) 是 序列 do 24» аз» … :的 母 函 数 。 
”例如 《1 + *)* 是 序列 
Са, 0), Сп, 1), 44; С(в, n) 


的 母 函 数 。 | | 
如 车 已 知 序列 а, в» ва, >t- ШАО АЕА G (x) (ЕЗГІ 
据 定 文 给 出 。 反之, 如若 已 求 得 序列 的 母 函数 G(x), 则 该 序列 也 
随 之 确定 . 
序列 а, а" 可 记 为 {anhe 


% 递 < £ 


ШЕЕ пика NI EERE ira ж, ж 


ПАВЕ ba F. 
#1. Hanoi 塔 问题 ; 这 是 组 合 数学 中 的 著名 的 问题 。 = 个 
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L 


ШІ НЕ, ЫЛЕ ШЕЖЕ А E ,如 图 2-2-1 所 示 。 每 次 
员 人 允许 取 一 个 转移 到 柱 或 C 上 ,而 且 不 允许 大 盘 放 在 小 盘 上 方 . 
车 要 求 把 柱 4 上 的 # 个 盘 转 移 到 C 柱 上 ,请 设计 一 种 方法 来 ,并 售 
计 要 移动 几 个 盘 次 。 现 在 只 有 А,В,С 三 根 柱 子 可 供 使 用 . 

Напоі 载 是 个 典型 的 问题 ,第 一 步 要 设计 算 社 , 进 而 合计 它 的 
复杂 性 , 即 估计 工作 量 ， кы 

“© вз) И 
4 +" a 
算法 : к 
2 Y- 

п = 2, A pn Е-Е B E ЖЕ 
面 一 个 贺 盘 转移 到 C E RAEM Каас Б.З] 
此 转移 完毕 ， | 

Ба 一 1 个 盘子 的 转移 算法 已 经 确定 ， 

对 于 一 般 # 个 贺 扒 问题 ， 先 把 上 面 的 5 一 1 个 盘子 转移 到 如 
上 ,再 把 最 局 一 个 盘子 转移 到 C 上 ,然后 把 3 工 的 一 1 Ит 
移 到 柱 C 上 ,转移 完毕 。 

上 述 的 算 靶 是 递归 地 运用 。* 一 2 时 已 给 由 了 算法 ; s= 3 
时 ,第 一 步 便 利用 算 荡 把 土 面 两 个 盘 移 到 柱 p E ,第 二 步 再 把 第 三 
ТАНИ С 上 ; 最 后 把 柱 ВЕТ ECE. т 
一 4,5,……- 依 此 类 推 。 图 2-2-1 形象 地 给 出 = 4 的 转移 过 程 。 

算法 分 析 : 令 Ко 表示 # 个 圆 盘 所 需要 的 转移 盘 次 。 根 据 
算法 先 把 前 面 # 一 工 个 盘子 转移 到 瑟 上 ; 然后 把 第 ТЕН! 
C 上 ;最 后 再 一 次 将 8 上 的 = 一 1 个 盘子 转 到 CC 上 。 

# 一 2 有 时。 算法 是 对 的 ,因此 , ”一 3 时 算法 是 对 的 。 依 此 类 
#. TES 


— 


hlad = 25(s — 1) + 1, A(1) = 1, (2-2-1) 

令 Но = Пя + ВО + AI + <, 
Н(х) 是 序列 А1), АС2), АСЗ), --- УБЕ. АЕР 
Я ААРА ЖАН Ан. БЕ, ЖЖ ГЕ, Мы 


+ 5] + 


В с 
= | | ІЖ В 
і 1 бо! 
4 в е 
р 4 |, u | E FE АЕ 
! А 7 B ` g 
з ` aigne 
+ 12 #1288 
. ж 
4 B | е 
| 4 | 8 2 l, ЗЕЕ в 
А В ЕС Есіктен 


- 4 12, кі, ЕЛЕ 
3) вэ 
А : B с 7 
1 
| шы № = 
a E с 
l, ВЕ 


Е 2-2-1 
的 序列 也 就 可 得 而 知 。 当 然 , 利 用 递 锥 关系 人 2-2-1) 式 也 可 依次 求 
得 2), 让 3),-… ,这 样 的 连锁 反应 关系 , 川 做 弟 扒 关系。 下 面 介 
绍 如 何 从 (2-2- 直 式 求 得 母 函 数 НОх) 的 一 种 形式 算法 。 所 谓 形 
式 算法 说 的 是 假定 这 些 短 级 数 在 作 四 则 运算 时 ,一 如 有 限 项 的 代 
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数 式 一 样 ， 
Не = КО + ACD + в) А, 
+) —2zH(s) 一 ав — 28027? + ---, 
根据 (2-2-1), AC1)=1, (3) — 25(1)=1, #04) — 2AC3)3 


x 
1 — x° 


(1 — 2z)H(x) = z+ = + z + ++ = 


或 利用 递 推 关系 (2-2-1) 有 
ж; (25 — 201) + 1, 
с. А3) = 2002) +1, 


+) 6 | 
5 HG) x= Z2rH(x) + — = Я РА 
` 1 x 


ZE Рр, 

Ba) + (3) + --- — На) ke = Не) — x, 
右 端 第 一 项 为 

2401) + 28(2)z' + = 244 1Уух + 62 + ---] 


= 2ұН(«), 
右 端 第 二 项 为 
+> +. = =. 
整理 得 
ан = та 0, 


两 种 做 法 所 得 结果 一 祥 ， 即 


* 
Н уус у 


* 53+ 


如 何 从 和 母 函数 求 得 序列 АС), 502), -- ЕЕ» 
部 分 分 数 的 算法 . | 
< но) = 4 в А 20) + ВСЕ z) 


- 1—25 (1 — х1 — 2а) 
= C + B) — (74 + Вх 
(1—xX1— 24) ` 
(A + BX— (24 + B)x = x, 
A+ В = 0, 
аи B — 1, 


4А--і1, B= L 


1. 1 
H(x) = 一 一 一 一 一 
(=) I- 2х 1--Х 


= (1 + 2r + Pr ре...) 

— аж...) 
= (2 — + (2: — 1) + (ре .-- 
= S (25 ~ Drt, 


t=) 


В _` | H(x) = > АСА), 


2 БСА) = 2—1, 

%2, Ra 位 十 进 制 数 中 轴 现 但 数 个 三 的 救 的 个 数 。 

先 从 分 析 ”位 十 进 制 数 出 现 偶数 个 5 的 数 的 结构 人 手 。 乌 
如 “po! 是 #4 一 1 位 十 进 制 数 , 若 合 有 偶数 个 5, 则 ps 取 5 以 外 的 
0,1,2,3,4,6,7,8,9 九 个 数 中 的 一 个 , Ж рр t Pea 只 有 奇数 个 
НЕЕ р. = 5 使 py-- p. p. 成 为 出 现 偶数 个 5 的 十 进 制 数 ， 

Жж 1: _ - 

£ sa 一 4 位 十 进 制 数 中 出 现 偶 数 个 5 的 数 的 个 数 ， 

à, = n TERRE ВАТИ 5 的 数 的 个 数 。 
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=_=... 一 一 . --.--.--..... -一 =. ------ -- 
ЕЕ 一 一 一 一 sr 


КН 
Бе а ены, . 
b, == ОБ, + del) 

(2-2-2) 式 中 的 а, == 9a, +6, ЯНА Т ИИ 5 оя 
位 十 进 制 数 的 两 个 组 成 部 分 .9e, 1 ЖОК НАЖ AA 
位 十 进 制 数 АР” "Ра > Pn 取 于 以 外 的 9 个 数 0,1,2,3，4， 6, 
7,8, 9 中 的 一 个 数 攀 成 的 。 6, 项 表示 当 pp,* "р. ЖЗНЕ 
数 个 5 的 # 一 1 位 十 进 制 数 , 令 р, 一 5 而 得 әре-р ЖӨН 
5 的 # 位 十 进 制 数 ， 

b, — 95,_, На, НЕЕ. 

《2-2-2) 是 关于 序列 Jant 和 15 的 联 立 关系 。 

设 序列 le.) 的 母国 数 为 AGEI [58,} ВОВЕ В (ж), 


ал 4, h= L, (2-2-2) 


RH 
AG) == a + ах + ам 十 -3 
B(z) = b, + Бх + b: + зз, 
AG) = а + ох a + +, 
—9хА (=) = —Suiuz Әді -- ++, 
+) —rBG)= bx — bx — +, 


(1 — 9404(<)-- sB (z) = 8, 
x+ G, = 9а + фу» 


х: аҙ — 9а, + Ба» 


ж. д, = 9а, + 5,, 


A(x) — 8 = Әұ А(ху + xB Cx), 
Cl блу (а) — zB (z) = 8, 


* 5E è 


В(х) = 5, + Бх 十 Рух? ++, 
—9xrB(zy) = — Эх — bri -+s 


+) —=*=A(z)= — aw — ax — 005, 


(1 一 9z)B(x) — хА(х) — |, 
Нэс РА (5) 和 8(x) 的 联 立方 程 组 ; 


£ — 9х}А(ху— хВ(ху = 8, 
—xA(x) + (1 — 9x)B(a) = |, 


1— 9x — Í 
p= а өну r = 1 — 18z+ BOr 
一 l- 9x 
— (1 — ВУСІ 10у), | 
AG) = - 1 8 =x | —71х +8 „ 
1 — 18x + 80% 1 1-.9,) (1—8х)(5— К 10у 
. 1 1— 9х 8 1-х 
Bix} 一 = 
(0 ва; М (1 — Веу(1  10ғ) 
1 7 9 1 < 
4 -1(- + = 一 7-8 9-10), 
w 2 “1— Bx 1-- 10: 2 > ) 
А а,— 1 өсі 9 100, 
2 2 


ЖЖ 2: 
# 一 1 位 的 十 进 制 数 的 全 体 牙 3 x 10" 个， 从 中 尖 掉 含有 
偶数 个 5 的 数 ， 余 下 的 便 是 # — 1 位 中 含有 奇数 个 5 的 数 。 敬 有 
a, 一 9а, + б.з | 
5,1-9 x 10 ва, 
a, == Ba, +9 X 10477, а) = 8, 
& А) = a + a;x + азх + ---, 
+) —8хА(х) = —Saz— 80.32 — ortt 
о ааа (а, dort Bases, — 


. Sý + 


а — 8 + 9+ 9.1014 ee 
9х _ 8 — Лк 
1— 105 1—10 


一 8 十 


8 一 71х 
* 40) ‚ (1 — 8z)XX1 — 10у) 


Lí 7 9 ) 
m —_ + 一 -一 一 一 
2 \1— Bx 1 — 190 


= 1 > (7-85 --9210%);4; 
2 =o 
хи ¿ar + зо, 
2 2 
ЯЗ. М" 83638 a, а, ---, gs 中 取 个 进行 允许 重复 的 
ЖА. Бела АНАН С(л, г) 表示 , 其 结果 可 能 有 以 
下 两 种 情况 。 | 
(а) ЖШ ЖЕ Т ЛЖ № д, Ж ЕНЕН АЕ C(a — 1, 
ғ), 1824 于 排除 а 后 从 dzs аз» “57, a, НЯ г ЕЛЕ ЯН 


合 。 


(ë) 至 少 出 现 一 个 ai 其 组 合 数 为 С(з, 一 1), 相 当 于 以 fs 
425 бэ за, HE r — 1 AREE НҢ а, Жан ЕР 
a, ҖЫ, п НН ”个 作 人 多 许 重复 的 组 侣 。 

依据 加 法 法 则 可 得 

Сбп, r) = CCa, r — 1) + Cla — 1, r), 

ІҢ Соя„1) = w, (n — 1,1) = a — 1,05 С(п,0)-- L 

ЕХ 2-2 ЗОНЫ БЖ nA r 

` Gale) = C(n, 0) + С(л, 1)х + Сіз, 252 + ny 


--хС,(к) == --С(и,03:-- С(а 12 — з, .. 
+)—G,-(z)=—C(n—1,0)—C(sr—l,1)x—C(n—1, ме, 
асе 20 CES 
зше-е- 51 ae 
. 7. 


(2-2-) 式 是 关于 Ge) ЕЯ, BRAC ~-r) ЖЕ 
常数 .但 | 
С.е) = C(1,0) -+ Є(1,1ўх + C(1,2)=: + ++ 


= 1 + z + 1+ * = * ж 一 一 一 


由 二 项 式 定理 
《1 — z)" = L ae + s) а 


ОТО р +... 
Д 


可 得 | 
бол, r) = Кэш р. сс 
= C(n + r — 1, rh 
$3 Fibonacci Ж Я 
1. ВЕ 


Fibonacci AIJE ЭЯ НОУ —– ЖЕШ АДИ ,数列 的 本 身 有 着 
许多 应 用 。 

В. 有 准 雄 一 对 兔子 ， 假 定 过 两 个 月 便 可 繁殖 崔 施 各 一 的 
一 对 小 和 免 。 问 过 个 月 后 共有 多 少 对 锡 子 ? 

设 满 = 个 月 时 免 子 对 数 为 F。， 其 中 当月 新 生 免 煞 目 设 АХ N. 
对 。 第 = 一 1 个 月 留 下 的 免 于 数目 设 为 D。 对 。 - 
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F, = N. tOn 
但 O, m Р. М, = Opa = Р... 
Ши 一 2 个 月 的 所 有 兔子 到 第 = 个 月 部 有 繁殖 能 力 了 。 
г Fam Fit Fna В В. =, (2-3-1) 
由 北 推 关系 (2-3-1) 式 可 依次 得 到 
F= FP, + F, = 2, F, — Ft F, = 3, 
Р, = F, +T F, =— 3 + 2 — 5,-- -, 


2. 问题 的 解 


设 С(ху = Рух» + В ---, 
ж: FP , = P, + Е,, 


+) o 


G(x) — ж? — x = x G(x) - x) + СС), 
(1 — y — x: G(x) = ж, 


z 
GG) 1 — x— = 


0-2 y - 12.) 


А В 
I+ s 4-45” 
1 — 2 х 1 一 2 ж 


4+в=@ А-В--0 
^ 1/9 (6.22. 
Nios- м 5" 
1 1 
AÅ", B = — — 
м5 м 5 
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1 
1 1 一 Y 5 
一 一 产 一 > 
1 
一 — Қа — B): + (= — Бух} + +++], 
м! 


дов", 5, 


а= 22 У ，。 2-2 1-5 
1-4/5 2 ажим 2 ` 
1 . 1 /1+ / 5 
F, = —= (an — в") = -二 人 二) (2-3-2) 
' 5 AS 2 /* 
F. l+ ./ s 
ға 2 = 1.618, 
F.m1.618F, , 
-f ң айынан М | 
Ра Fa- 0.618 № 
ж.ж 
Ф P,P, +- + F, = F.,, — 1, (2-3-3) 
ЗЕ ВЯ: 
F, = Ез — Fas 
Е, = F, — Р,, 


Fa- 
+) F, — Е... Faris 


—T 


5 ЕЕ. eet Ea = Fo Ру Ер L. 


ал Е,Һ- Fas 
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@ F t F Í+ ЕЪР. > Р Ç2-3-4) 


证 明 : 

F, 一 五， 

F; = F,— Fy, 

F, = F i 一 Fis 

+) Faiga = Fip Fauz 
F, + F, + +++ F,,_, = Fin 
® F+ Fl + -eet Р} Е.Е, (2-3-5) 
证 明 ; 
FÌ == Е.Р, 


Е? = ЕЕ — F) = Ғ.Е, 一 Б.Ғ, 
Е: == ЕЕ, 一 F,) = Е.Е, 一 Р.Р, 


+) Fi = Р.Е: — Fpa) = Е.Е, — EnEn 
Fi + Fi + ee- + Е: 一 了 -Pit ` 


4. 在 优选 法 上 的 应 用 


АЖ у 一 (=) ERE (4,5) 上 有 一 单 峰 极 值 点 ， 假 定 为 


BRA. 

ВЕ , ВА 
个 极点 Е, ШЕЕ БЕ Е 
А, НЕ Ко 一 КӨЗ! № 
ах. 

设 国 数 Қа) ТЕхл == ЕЁ 
取得 极 大 值 ， 要 求 用 若干 次 试 
验 找 至 点 准确 到 一 定 的 程 
Е. 最 简单 的 办 法 ;把 Ca, 上 8) 三 等 分 ， 令 


a ff = 


wama > 


отв), а, = a +Q а), 


балы ва 9 а қ = 
fG)=fG) 


ЙІ 2-3-2 


依据 1С), Кау 的 大 小 分 别 讨 论 如 下 ， 

当 (zi) > Ка), И ХА ЕЛЕ Ca,z,) 区 间 上 ,区 向 Cei 
Буа е. 

当 Қа < Қа), ЙАДА Е АЕ (5,8) БАНЕ, Са, ж) 
&=. 

Ша) = (к), ИА S PE (м, z) НЕ, (в) 
ЖИ (zo 6) Ща. 


. 6: • 


2-3-2 中 影 线 便 是 舍 去 部 分 。 
可 见 作 两 次 试验 ， 至 少 可 把 区 间 缩 至 原来 区 闻 的 2. 比如 


Ke) > Ка). APE (а, ғ) 区间 上 找 极 值 点 。 若 继续 用 三 
等 分 法 ,将 面 对 着 一 个 事实 , 即 其 中 x, 点 的 试验 没 发 挥 其 作用 ,为 
此 设想 在 (0,1) 区 间 的 两 个 对 称 点 xz,1 一 “分 别 作 试 验 。 


” 设 保留 下 (0,x*) 区 间 ,继续 在 (0,x*) 区 间 的 下 而 两 个 点 
z, (1 — хх 
жіт- 1 — x, (2-3-6) 
则 前 一 次 1 一 x 的 点 的 试验 ， 这 一 次 可 继续 使 用 可 节省 一 次 试 
验 。 宙 42-3-62) 式 有 
z + x— 1 = 0. 


lV 
e= —— 0.618, 
2 
W— [pa gs p-M Ñ. 
0 0.382 0.618 1 
(0.618)* 


这 就 是 所 谓 的 0.618 优选 法 。 即 若 在 (0，i1) 区 间 上 找 音 峰 极 大 值 
时 ,可 在 х, = 0.618, x, = 1 — 0.618 = 0.382 ЙЕ. ОЖ 
留 区 间 (C0,0.618), 由 于 C0.618》= 一 0.382, 故 只 要 在 0.618 x 0.382 一 
0.236 点 作 一 次 试验 ， 

忧 选 法 中 可 利用 Fibonacci 数列 ， 和 0.618 法 不 同 之 点 在 于 
它 预 先 确 定 试验 次 数 , 分 两 种 情况 介绍 其 方法 ， 
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(а) 所 有 可 能 试验 数 正好 是 某 一 个 Fu 


сек. ань А 
Ü 1 Fat Fai Fa 
Ba 


ЕЛА НОКТЕ Faa 和 F, 两 个 分 点 上 上， 如 车 Fea 
点 较 好 , 则 舍 去 小 于 Fe 的 部 分 ; 如 若 А. 点 更 好 ， 则 舍 去 大 于 
В. 的 部 分 .在 留 下 的 部 分 共 Е, 个 分 点 * 其 中 第 Р„_, 和 第 Ри 
二 试验 点 ,恰好 有 一 个 是 刚才 留 下 来 的 试验 可 以 利用 ， | 

可 见 在 Е, AE RRR, 5 % п — 1 次 试验 便 可 得 到 所 

(5) 利用 Fibonacci 数列 进行 优选 不 同 于 0.618 法 之 点 ， 还 
在 于 它 适合 于 参数 只 能 夏 整 数值 的 情 砚 ， 如 若 可 能 试验 的 数目 比 
Е, 小 ,但 比 Faai 大 时 ,可 以 成 加 用 个 点 凌 威 ,个 点 ;但 新 增加 的 
点 的 试验 不 必 真 做 ,可 认定 比 其它 点 萎 差 的 点 来 处 理 。 

下 面 给 出 两 个 定理 作为 这 一 节 的 结 来 ， 

ЗЕН: 测试 # 次 可 将 包含 单 峰 极 值 点 的 区 沁 缩 小 到 原 区 闻 的 
11F,n t в, в 是 任意 小 的 正 实数 ，n 2 2, 

Ш: 对 #* 用 数学 归纳 鞭 。 

n= 2 了 时 ,将 区 间 (а, 5) 平分 成 Fon = 2 В. ЧЕХ А СЕ 
端点 2, 2) 分别 标 上 0,1,2。 在 1 АЛАН е, 在 1 十 8 与 
1 一 5 ЫҢ ЕЙ, ALEAR. RE TKKK 55 00 
1 + = 命题 成 立 ， 

假设 对 于 ”一 1, MERY. 

对 于 п, (а, ВУЛ Ен ХУ СЕНЕ а, Б) Ж 
RERE 0,1,.., Ғ.,, AE 下 :点 与 了。 点 测试 ， 无 论 哪 一 点 较 
优 ,保留 下 来 的 区 间 均 为 Р.Б, НЕНІҢ, FE s — 1A 


A Са РАЯН —) 可 将 含 极 信 点 的 区 间 缩 小 到 1 + е , 
即 原 区 间 Ca bI 1/Е,,-Е в. 
因 F,/ F, — (V 5 — 1)/2 = 0.618, 4» КН], "ЖН 
继 的 两 个 测试 点 取 在 待 测 区 闻 的 0.618 及 1 一 0.618 Ж, ІҢ 
5 — Ts 1 ' 一 jys 
(“алуа ы Q (P. > 
可 知 ,0.618 法 比 ЕЕ НАК. 0.618 茫 的 优点 是 不 必 事 
先 定 测试 次 数 . 

EH: 设 在 给 定 区 疗 内 有 和 单 峰 极 人 入 点 。 如 果 和 包含 极 导 点 在 内 
的 可 测试 点 为 Р, – 1 个 , 则 测试 8 次 必 可 找到 和 极 值 点 п 2 2, 

Шы Жл 用 数学 归纳 法 、 

n = 2 №, Ра — 1 = 2, 命题 成 立 。 

假设 对 小 于 * 的 正 整数 命题 成 立 。 

Т ПЕВА л 命题 成 空 。 设 可 测试 点 的 标号 依次 是 1 ,2,...， 
F... F,. ә 1, ИЕ F, АМ Ро АЙП. 无 论 哪 
一 点 较 优 » 保留 下 来 的 可 测 点 都 为 Pat — 1 +. 根据 归纳 概 设 ， 
再 测试 # — 1 次 必 可 找到 极 值 点 。 币 在 保留 的 .4 一 1 个 可 测 
试点 中 ,有 一 个 点 CF, 或 Е.) 的 测试 结果 下 一 次 比较 村 正好 用 
上 ,这 样 总 测试 次 数 为 如 = 


$4 НИЖНЕМ 


一 个 序列 和 它 的 母 函数 一 一 对 应 。 给 了 序列 便 得 知 它 的 母 沙 

数 ; 反 之 , 求 得 母 函数 序列 世 随 之 而 定 ， 这 种 关系 频 公 数学 中 的 积 

分 变换 ,特别 酷似 离散 序列 的 Z 变 换 。 01982 的 例子 所 示 的 那样 ， 

ХТЖ ЕЛЕК КІРУІ, ВЕНА RA a АРБАК 

сб), GC) 可 能 满足 一 代数 方程 ,或 代数 方程 组 ,甚至 于 是 微分 

р. не ВМ Е ЖЕНА GCx) 得 到 序列 {a.}， 
. 65. 


ЖЕТЕ НАН БЕБИ ЖЫ ЖЕК] FPF УЗЖ РЯ КЕРТ. А 
HEELE. ЖЖЫНАН ҚЫ {е}. {541 两 个 序列 
ХА ВААР РАЗ ЛУ 26 ACz), В(=), 
ШІ. 
0, <I, 


Ж h=] 
2 ӛсті, 
ш: B(x) = ba + bx + Bax 十 ыыы + ё, 77% 
+ Р! + bpt + sa“, 
В(ху= D+ 0 +... 0 br бра ET 
22 —.— .. 
r 
— ax! + a 二 
= x Alx). 
= 


一 二 十 了 十 于 十 .一 一 
Я. 已 知 4(х) ata at e — 1, 


ШІ BCD == х'А(х), 


-. 


则 
т 


| х" х 
вт д 
їй ж б == ауы; М 
1-1 
В(х) = | A(z) 一 ра, 
ә-|жо-Жа/ 

ШИН: В(ху= b, t bz + Бы + ---, 

РА B(x) шей) + Ap + атах? + + 


а 1), 


— нш ах 十 аи" 十 
= [4(ху — в — ax — a, 50 вра Пя 
t~i 


_ | жо) 一 z: аа, 


* 66 = 


3 
Я. AG) — inama тан ras 


1 1 3 
B ша -一 一 十 一 - +++ 
(x) 1: 1 


-|ш-а-1ғ-24|/ж 
3! 51 


性 质 3. # b — Dan MB) = 100, 


¿= x 
ШЕЯ: 1: а, 
x: b= а, + ау, 


z: ÓP, = а, - G, + G, 


+) ео ово кота ““-... * 


вс) = a f (1 — ж) + ах Сі — x) + ау Г — z) + -- 


== {а + аира + -il = АС) — ә), 


Йй. 已 知 AG = l+ x + Z + - mn L +++ <= -— 


B(z) = 1 + 2x + 32 + At ОР 


Stel 


=й (1 — xy" 
类 似 可 得 
С) = (1 + 2r + Зж + 4 L -- Се 
+ r + m + у= 1 + 3z 
+ ба? + 1049 + -.. 


«Е. 44.12. 
E+ DG + 2)z агае 


. 6? >» 


дї ж 2 еж, b, 一 5 m 


1—+ 


证 明 : 因 Уа, 收敛 ,所 以 号 存在 。 


l: ÓP; = a + a, + a, + --- = ALIY 
z: b, — в, + a, + ++- = ACL) — mn. 
х?: b, = g, + ++ = АС) — a ds 


В(х) = АОИ + x + x° + --+] асі + z + + 
— аі ие E 
^ B(z) = A — (+ as +++ Әй — х) 
зақ 
= 460 — 14) 
1— x ` 


5. В, kaa, ШІ ВС) = хА<х), 
1 


1—4 


/ 
则 TE EErEE j= 
`L — 3 


я. AG) = 1 + z + xz ++. = 


.-.) 


а _ 1 [7 z 
ене ж ге, Ш BCD — | Aas, 


性质 5 和 和 性质 6 的 结论 是 显而易见 的 。 
Еж! ж 
4 
с, — ай, + абу + adi + Ыыы + ab = 2) dibio 


WO CUO = et ах В c, + e == ACx)B (x. 


„ 68 + 


ШЕ: 1: ев == боба 
xi cí = в: + аб, 
ҰЙ! e, = ab, + ah + абаз 


C (xz) = alhs + biz а с) 
+ malh + biz + В+...) 
十 a, Cht Бх + Bt 
== (z; + ax + ат. -Ch + b 
Foto) 
C(z) = ACx)B Cx). 


Й. 已 知 A(z=) = 1 + x+ =+ 1, 


B(z) = xt 22! Зи +. та 


sasana sac taa 


则 С(х) 一 а = 一 一 。 


$5 线性 常 系数 北 推 关系 


在 53 中 讨论 了 满足 递 推 关 系 
Р, = ЕЁ, + Е.а 


及 初 值 ке. 


Р, — F; — 1 
的 Fibonacci 数列 {Е} BJ EER ЗЕ. 下 面 讨论 一 般 的 线性 常 系 
Жозе ШАРНА. нім) 表示 序列 wy а, as 7 жа, 


+ 69 = 


и 
й | 


定义 ”如 果 序 列 {a,} 满足 
а. + Сла, + C.a, + + Cies =0, (2-5-1) 
a, = dos a= д, -*-, ag- = diis (2-5-2) 
Cis Са, ---С, Жа,, 2, "за. 是 常数 ， С, >= 0, 则 (2-5-1) 称 
为 {о 的 大 阶 常 系数 线性 递 推 关 系 ,〈2-5-2) 称 为 la.) 的 初始 条 
件 ， 


Су = xt + би + +. НСС, 
ЯК {а,) 的 特征 多 项 式 ， 
设 С(х) № {а„} ДЕЕ; 
G(x) == a, ах Че --- Раш + --.. 
根据 (2-5-1), 有 
хак + Са Саа + ot Cian) = 0, 
t agn + Oat Ciega + + + Си) = 9, 


х"(а, “Са, + Са, + -- + Са.) = 0, 


将 这 些 式 子 丙 边 分 别 相 加 ,得 到 
к-1 &-2 
G(x) 一 > ах + с=( Gir) 一 > az’) 
1=0 #=@ Ш 
+ -- + сб) — 0, 
FB 
#-1-; 


k—1 
(1+ Сух + Cam + Сас) = УС У az 
ј= 0 й = 0, 
其 中 C, = 1. 
k 1 &-1-} 
令 Er) = 2] Саб №1 а, Р(х) 的 次 数 不 大 于 & — 1. 


ішП 
特征 多 项 式 
Со = rt Си + С, 


+ 70 А 


六 此 ， 
С (1)= ГС --- + Сухі 
` д 


是 不 次 多 项 式 。 我 们 知道 Cx) 一 0 在 复数 域 中 有 无 个 根 。 设 
Ск) --(х-- оу (а — о) (к — а), 
& + & + + + Á, => 4, 
HI] 
х*С (+)= 1+ С + -e + Сай 


一 《1 — ау (1-- аусуы. “"(1-- ах, 
于 是 Б 
СІЗ Cir + ++: + Сұ. ОУСск) = Р(х), 
Р(х) 

в + C + --- + Сух) 
— РС= -5- 

а- ах к 1 一 сок) .. -СІ--а,хун . 62-5 3) 
《2-5-3) 式 是 有 理 式 , 且 分 子 的 次 数 低 于 分 母 的 次 数 , 有 分 项 表示 ， 
BB 


`GG) 一 


G = Ч Ч... Ч 
1 — ах (1— аху (1— ах) 
+- А, + Azn + + Ал, 
1 — cx (1 一 ағу (l — окун 
-... 
+—W 42... 4 
1 ах = аху (I — ах 
1 ki 
= > At _ (2-5-4) 


t=} fa Cl 一 mY 


t +; 
z" ЮЖ а, 一 5 ШРШ ат. жалан, 


іші J=1 


ee ы 


定理 : о 是 有 理 分 式 ， 多 项 式 PCx) 的 次 数 低 于 009 


的 次 数 ， Я Нат, НЯ. 
证 明 : Ж Обу 的 次 数 为 * 对 于 用 数学 归纳 法 。 
в — 1 时 , Ptx) 是 常数 ,命题 成 立 ， 
БИНТ » 的 正 整 数 , 命 题 成 立 ， 
"КЕННЕН ЕЕ т 命题 成 立 。 设 a 是 О(х) МАЯ, 
Әс) = (х— z: Q Ga), Qla) 2 0。 
不 站 设 Р(х) 与 ОФ, Ы 
Р) „А Ра) 2-5-5 
о боз Соносу 9” 
40100) + (x — aP (ж) = Р(х) 
A = P(a)/O,(a) >= 0, (2-5-6) 
Р(х) = [Р(ж) — АО,\ш) — а). (2-5-7) 
P,(z) 的 次 数 低 于 Рх). ВЕНЫ, 
— P(x) 
(z — в Фа) 


可 分 项 表示 。 因 此 ， 
PG) 
QC) 
可 分 项 表示 ， 由 (2-5-6) 式 及 (2-5-7) 式 可 知 表示 是 唯一 的 。 № 
以 下 分 别 各 种 情况 讨论 具体 计算 的 问题 。 
(1) EZTA С) EER 
Ш Et 一 人 一 oz 一 az — са). (2-5-4) 可 简化 
为 


богу = мч ... p Atn 
l — ах 1 一 ах 1 一 ах 


472. 


- у) 4 _ (2-5-8) 


А іші 1-- m 
z" 的 系数 是 

t 
s, = >, ЧР, (2-5-9) 


fwj 


An А», + Ar 可 由 线性 方程 组 
+... + A, = а, 
Аа; + «Ауа + ---- “оу = dis (2-5-10) 


Ае + дары. А Аай == йу, 
解 出 。(2-5-10) 的 系数 第 阵 的 行列 式 是 Vander mond 行列 式 
1 1 -.. 1 


m m * m (2-5-11) 


一 П — =š) >= 0. 


ігі . 
不 难看 出 42-5-107 有 唯一 解 。 

(2) НЕТ С НАЯ 
Жа, а, E C (e) ЯН. 

ор = p( созд + isin), = 8, = pl cos0 — isind), 
一 各 一 十 一 全 -中 "的 系数 是 
1-- wr 1 一 ал 

от + Аш 

= A,e"( cos + 1900)" + Ар" возд — ising)" 

== Дүр" cos n? + ісіп яӨ) + АС cosn9 — ізіп sO) 

= (A + Чо" coss5 + КА, — Ар” sin яд 

= Ар" сов + Вр” зш по, 


其 中 


= 7$ в 


A= A + А, B = K А,— A) 
ЖАРАН, ЗГА Н ЕН ЖИ, 再 求 待 定 系 数 А,В, Я 
中 间 过 程 的 复数 运算 ， 

(3) 特征 多 项 式 С) 有 重 根 
Ez = Ж C (z) 的 大 重 根 , 则 人 2-54) 可 简化 为 


š 


> Ai 
fal (1 — их Ë 


-i | S А +" —1 
z" 的 系数 “Eo у. 其 中 


}+п—1 如 十 了 一 1 
я )- ( 1—1 ). 
Ез BJ j— 112208. НИ, а, Ша" 与 的 不 一 上 次 多 项 式 的 
н. 
为 了 简化 计算 下 面 引 人 一 些 记 号 ,介绍 几 个 命题 。 
设 * PESEE, п 是 非 负 整 数 , 令 
， 当 * 一 0 时 ， 
( 1 一 ау. "бов, м ау 1. 


不 难 证 明 , 多 项 式 РС) = а„х" + a,_ 8" t + +++ + ajx + s, 


可 用 {( 。 思 《1 )，……,( 。) 唯 一线 隆 表示 。 其 中 osa4,.…… ,os 是 
常数 。 
设 {в„} 是 给 定 序列 , 令 
Aa, = 2: 0,» Ato, = АА, 2. 
Aa, 称 为 a, НКУ, 
К ЖЕЩЕВЯ ‚ НА ЖЕНУ 8 Ага, 一 0, 则 有 
Bo уе > 


і74. 


因而 序列 Ха, 的 特征 多 项 式 为 C{x) = (х— 1У. 
不 难 证 明 , 如 果 Да, JE n 的 + АА, 则 a, 是 # 的 + 十 1 
жел. | 
以 上 几 个 命题 作为 习题 ,请 读 渚 自己 证 明 。 
总 之 ; 
《1) ЖЕ, СООЯЭТЖН Да)» оз, ---, о, BM 
递 推 关系 C2-5-1) 的 解 
аф = het + һе} + --- + hat, 
ЖЕ l, 1. 是 待定 常数 ,由 初始 条 件 (2-5-2) 来 确定 ， 
(2) ЖЕНЕ ДЗ C (z) ЖЫНЫН, REACHES 
理 。 不 过 任意 复数 a + bi 可 写成 ое Баз, 15 
a, = pe” == pl cosh + í sin Ü) 
J: C (e) ЮК дд. FE dki Sa ЖЛ 


iê pl cos? — isin), 


ex pe 
hat + Lak == 121 cos А0 + isin 49У 
+ hptf cos А0 — £ sin #6) 
= Ьі + русов 49 + А — узіп Ө, 
k + L s (1 — ООН. Вр Со ов ля 
复 根 mm 一 pe 和 a — ре hl, 递 推 关 系 (2-5-1) 的 解 有 对 应 的 
项 
ApicoshO + Bot“ sin 49, 
其 中 А,В 是 待定 常数 . 
(3) Е C) = 0 HM НЫ, ЖБ а SEA UB, Ш 
递 推 美 系 C2-5-1) 的 解 对 应 于 a 的 项 为 
(+ Аа tA, 
其 中 4,4,- 4.1 АЛЕН. 
#1. REF s ҮТ, 央 的 值 。 


+ 75. 


根据 行列 式 性 质 . 


d, 一 24. + 4. == 0, d == 2, d, = 3, 


对 应 的 特征 方程 为 
m — 2т + 1— (m — 1у = 0, 
m = m = 1, 
т = 是 二 重 根 ， 
д. (ава = жж, 
n = H5 d= Á+ B= 2, 
n = 2 6 h= 4--2B = 3, 
rti 
4 + 2B = 3, 


dm В = 1, 
Па = а +1, 


#2 ж 5-5. 


кж0 
$= 1+ 2+3+ яя, 
би ++. + n— 1, 
Л Š$, 5.1 = n. 
同 理 p- Tsere 1, 
相 减 得 S, 一 25... 十 3 l, 
ЕЕ I LY 
SO Sa — 35, |-535,,-- 5,,--0, 
о, S — 1, S, — 3, 
对 应 的 特征 方程 为 
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эй — 3m + 3m -— 1 = (m — 13 == 0, 
m=] EZER. 
Л $,= (4 + Bn + COY — А+ Bn + Ст, 
5-0, 24-0, 
$ = 1, В-КС--1, 


5,-- 3, 28-54С-3, 2 s= c= 1, 


Bp 5- суп + ee 2 nG + 1), 


这 就 证 明了 公式 
1 十 2 十 3 十 "t a= 2а + D, 


3. Ж 5,- 25%. 
-й 
$. = L+ 2 + 2 + + - + (z — LY + =, 
S, = 1 + 2 + (n — Гу, 
9, — 5, = m, 
НИЯ 。 3-: —5,,=—(я—1у, 
R 5, 一 252 а Ф $= = 2n — 1. 
H 5—25, + SIT GED 
HRE 5, 一 3S._, 十 38. — S, = 2, 
同 理 $, — 38, -535,-- 5,4-2, 
Л Sa — 45,1 + 6S._, — 482 + 5,4-0.) 
$” 0, S= 1, $= 5, $, = 14, 
对 应 的 特征 方程 为 
mt Ат t бт! — imt 1 = 0. 
rt— 4r! + бг Ar + 1 = (r — 1)' — 0, 
r=] ENEH, 
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5 5,- A+ Bn + Си + Ыа7М%, 
依据 5, 0, 5, = 1, 9 == 5, $, = 14 得 关于 А, B. С, РК 
立方 程 组 ; А 
A— 0, 
B+ C + D= 1, 
2B + +C + 8D = 5, 
3B + 9C + 27D = 14, 


1 1 1 
2 4 8 := 12, 
3 9 27 
ЕЕ 1 
1 1 
В--48 4 B|= — 
17 6” 
14 9 27 
1 1 1 
c= Иа 5 8 =1, p= 1. 
12 | 2 3 
14 27 


-. з= «+ =+ 1—1 (1-34-26) 
6 2 3 6 


1 
РЧ + Оо. 


Ем. лиза, КБФ 
S, = А+ Bn + Tk 1) + 3 e Dn — 25. 


确定 待定 系数 时 ,比较 方便 ,无 需 解 一 联 立 方程 组 ， 
例如 s= OBF, 5 = 4-- 0; 
п РЕ, S= A+ B= 1, В; 
n = 284, S,= 28 + C = 5, С = 3; 
n = З, S, = 3B + 3C + D = 14, — D 2; 
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^ ити Žala D + 1и 1009 — 2) 


- < пп + От + 1). 


Ма ЖУРН”. 
М: А5, 一 5 一 5 一 Cn 十 1)》 是 # 的 3 次 多 项 式 , 因此 
5. 是 满足 递 推 关系 : 
S, — 5S,_, + 105, — 108.3 十 55,4 — 8,6 0 


ваа) (а) 40) 


= |+ 2° = Jm} 2 + À = 7 
$; 1 2» «А ` 


3 
нони 361-347. (,) +44, 1. 


S, = 36 P= 100 = L+ 4 + 7 < á + 12 = 4 + 4%, 
A, = 6. 


в, (7) 207) +125) 60). 
以 ， 一 5 对 上 机 的 结 染 验证 一 | 
= 100 + 5 = 225, 


( )+7( )+ nl )+6(, ) 


= 5 + 70+ 120 + 30 = 225, 


1 А 
яз. жсао-а- ақа ру "ИЯ 


а,. 
ж: (а. DEES ЛАҚ J (z — 1y( + 1022 + x + 1), 
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PR шет гроте waya ео иди parawanpas" Аир `> 


x= 1 E 3 EH; 


r= етим; 

m + x + 1— 0 ШЖ 18037 _ p= 1, 6 =< 
миш. 

因此 可 设 


„= A+ Bn + C ("+ DC 1 
`2 
+ E cosn 2 + F sin z 2. 
3 3 


通过 做 长 除法 , 求 得 


1 1 
се а-ә нә Ее w 


= | + z + 2x* + 3x 十 4х' + Sr + 7xŠ 


Ф За? + ни... 
可 知 


m == l,a, = 1,40, == 2,4; == 3, a == 4, а, = 5, 
G = 7,4; = Bo, = 10, - 


利用 dosa, › Gry Gss Gs Gs їз НЕ A, в,С,р,Е,Е. 下 


РАВНА ++ С + А cosn 2 ж, 
72 3 


НЕ, 计算 得 as = 7, а; = 8, а, => 10, НИЕ ІНЕН 
RHA. 


$6 整数 的 括 分 和 Ferrers 图 象 


1. 向 题 举例 
所 谓 整 数 拆 分 即 把 整数 分 解 成 若干 整数 的 和 ， 相 当 于 把 ”个 


+ BO + 


无 区 别 的 球 放 到 个 无 标志 的 合子 ,合子 介 许 空 着 ,也 人 允许 放 多 于 
一 个 球 。 整 数 拆 分 成 着 干 整数 的 和 ,办 法 不 一 ;不同 拆 分 法 的 总 数 
叫做 拆 分 数 。 
М1. EA 1,2 克 ,3 克 、4 克 的 夸 码 各 一 枚 ， 亲 能 称 出 哪 
ЛЊЕВ? 有 几 种 可 能 方案 ? 
(1+ х) + A + =) + x 
= (1 + x + x° + x?)(1 ею 
= 1 + x + x° 2 2х' + 25° 25 
+260 + х + x° + x" 
JAA Bu ВЕСНА ЖА AM 1 克 到 10 克 ， 系 数 便 是 方案 数 . 
例如 右 端 有 2x° Hi, ПИК ІЛ ЗЕ 2, 
5 = 3 + 2 = 1 -++ 4. 
同样 ， 和 一 1 十 2 十 3 一 4 十 2 
10 = 1 + 2 + 3 + 4. 
改称 出 ó 克 的 方案 数 有 2, 称 出 10 克 的 方案 数 是 唯一 的 
例 2 求 用 1 分 ,2 分 ,3 分 的 邮票 贴 出 不 同 数值 的 方案 数 ， 
ЧЕ УРЕ Е, ЖЕНА 
СС) = (1+ х+ СУ...) 
x (itr tate) 
101001402 1 
i —xi— z: 1— = 1 — zx — 2 + x! -+ z! — xŠ 


=] + + 200 + 3x! + 4: Че 5z' 7+ --.. 
Dl rh ХИ, Ж 4,54 拆 分 成 1,2,3 之 和 的 拆 分 数 
为 4, 即 | 
4=1 14141, 4=1+1+2, 485242, 4143. 
ЯЗ. НТН, 克 的 4 枚 ，4 侈 的 2 Ж, Ш 
” 称 出 哪些 重量 ? 各 有 几 种 方案 ? 
G (s) = Çi + x + А у + z! + > 
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2 a. ег с фир eA mamana ЫБ У na m — ama 


+ x + 2 у(1 + x' + x" 

= (1 +- x + 2e оо 255 + 2xŠ 
+ 2x' + ++) 

= 1 + zx + 2° + 293 + 3r + 3⁄° + 4xŠ | 
+ 4х + 5х° j+ 5x° F 509 + 5х!! + Ау" + 4х3 
+ З + 3x5 + 2х j+ 27 + xP + z”. 

$14. ЖИЛ 1,2,3,--, т 的 和 ,并 人 允许 重复 , 求 其 母 
ЕЖ, ЗЕЕ РВ, НЕЖИН? 


ERN n 拆 分 成 1,2,3,* m 的 和 ,并 人 允许 重复 ， ИЕ РЕЖ 
为 . 


GD = АЯ ---X(1 + xt + z* + ---)+ * ° 
.. (I + x” + 2” В) 


` G OC zD... іл)” 
pray Ер т эн p НЕЙ А, HERRA 
G,(=) = (1 + x + > + Зе! наи...) 
-+-(х” + zx? + НӘ! 


x 


显然 有 | 


一 ——. 
Gk} (1 — x)(1 — =1)-.-(1— ==) 
=  — l  ——— А 
со =. 9-65 


等 式 (2-6-1) 的 组 合意 义 ; НЇП в 拆 分 成 1 到 加 的 和 的 拆 分 数 ， 
减 去 拆 分 成 1 到 т 一 1 的 和 的 拆 分 数 , 即 为 至 少 出 现 一 个 所 的 拆 
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分 数 。 
$5. 15Ж1,2,4,8,16,32 克 苇 码 各 一 枚 ， 试 癌 能 称 出 哪些 
ЕЕ? 分 别 有 几 种 方案 ? _ ___, 
G(x) = (1 + (1 + “Уа-а + Ha”) 
1 1—1 1— Z 1— x 1 — x 1 — x°“ 


1— x 1— x 1-- 1— x= L — r“ 1 — хі 


= — атаке: +з + y D rt, 
1—* к= 
从 母 函数 4269) 可 以 得 知 ， 用 这 些 靶 码 可 以 称 出 从 1:53 63 
ЖЕЕ, по Н.Л НЕ — 60, 


这 问题 可 以 推广 到 证 明 任 一 十 进 制 数 x, 可 表 为 
я = 2542, 0< а, <1, 420. 


而 且 是 唯一 的 。 
2. 拆 分 数 估 计 式 : 
定理 。 设 >. 为 整数 = 的 拆 分 数 , 则 
р. < М. 


证 : 9 СО) — n + pz + pi: + +=", 
8 анды а 
жін, м | 
| ‚| 
600 = ү Tr 
СС) = аб х) = (1 47) | 
— In(1— ж) ---, 


ют = x m —д—— -— дї — д „++ 
‹ ) 2 3 , 


a 83 в 


2.2 ———— чл —_— asi.  — — с=ш=: = 


a 


жека 


ЛГ BG) -G+le+1le+-) 


+(# + ++ + ЭЕ 
х 1 æ 1 ж 
т — Фф... 
1--х 21-ы 3 1 — z , 
(2-6-2) 
ж. т үлгі 
1-- l1—z 1+<x+ ta? 
ET l>r > r >> > x""', 
A l+ x+ m+ --.. + z" > a 
|. — <l = ` (1-6-3) 
1—х+” п 1--: 
(2-6-3) {С À (2-6-2) 
£ 1 Хх 1х 
аС(к) < +1... 
@) і-х 221—8 801—4 
= 于 (i+ 24 ++) 
1--х% 24 3? 
ñ 4 
由 于 
1 < = s 
в т я nel 
4 2 2 
因而 


жығы 


1 十 1 二 :之 一 一， 


m (atiy . ЩЕ 
2 
1+ 4 +.4+..<1+—41——, 
2 F 2-5 3 
2 
InG(s) < 2, —® (2-6-4) 
3 1—х 


і x € (0, 1), 有 
Gir) = p + рх + p? + + + p,z" + + > р", 


АС Сх) > Inp, + ях, 


пр, < In (ях) + sln 二 | ‚ (2-6-5) 
(2-6-4), А. (2-6-5 )% | 
inp, < 22 + aln -L (2-6-6) 
1—х х 


曲线 шу 是 上 凸 ， 故 曲线 位 于 曲线 з 一 шу 的 切线 下 
方 ,(1,0) 点 的 切线 为 


z =y], 


故 有 уу — 1, 


ШІ 2-6-1 


. $$ » 


12.1 —— —...— r — |1 ——— ти ЫШТ т 


h 1521-1, 
* х 


以 之 代 人 (2-6-5) 式 得 


— 5 _ Торе _ э ча =) 
he < 3 t е1 ) а-ә x x 
| | | (2-6-7) Z 
° AS (2-6-7) АЈА m 1 p, 是 常数 , 右 端 是 * 的 函数 , 即 不 等 _ 
式 对 于 z€ (0, ОЖ. Ж ЖЫРА НЫБ ЛАПИН ЕШ БИО РЕ 
Я. + Е ( 
= 5х Есе! -- 4) 
7 З(1 — х) в» 
求 导 得 B 
y=— —^. a 
3 а" 
$ у-0,4 
(Зи — 5)? — бах + 3n = 0, 
解 方程 ,得 
3п-Е//15п Н 
А *” 355—5 * 
38+ 158. р 。_ Man є (0,1 
пя уния OP 
因为 
„дю 2” n 
y ав’ + а 1..2 0, 


所 以 х, 是 极 小 值 点 。 以 х. RERA у, 


20 
y= ”. 


л рефе (2-6-8) 


» 15 + — 


А 


和 


i+ L k L ++: 一 1/6, 上 式 可 改进 为 а 


р. < „В. 


3. Ferrers ВФ 


一 个 从 上 而 下 的 # PS TF, т ЖЕН ТЖ, Шот, 
= т; = 1,2,.. * n — 1), Вр БЕН КИР ЕВУ 
子 数 时 , 称 之 沿 Ferrers HR, ИИ 2-6-2 所 杀 。 

Ferrers ERRA 如 下 性 质 ; 

(a) 每 一 度 至 少 有 一 个 格子 ， 

(у 第 一 行 与 第 一 列 扎 换 ， 第 二 行 与 第 二 列 互 换 ，…。 基 图 
2-6-3 绕 虚 线 轴 旋转 180° 所 得 的 图 仍然 是 Ferrers 图 象 。 这 两 个 
Ferrers 图 象 称 为 是 一 对 共 辆 的 Ferrers ІШ, 


利用 Ferrers 图 象 可 得 关于 整数 拆 分 的 十 分 有 趣 的 结果 。 

(а) 整数 # 拆 分 成 最 大 数 为 下 的 拆 分 数 ， 和 数 * 拆 分 成 下 个 

[Кл 拆 分 成 个 数 和 的 和 的 拆 分 可 用 一 不 行 的 Ferrers 图 
象 表 示 。 所 得 的 Ferrers МНН ЕН АЖ. 
例如 
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rm нот РЕЖЕТ АЕ та, .. пить waray =p ————— лыны сокеты 


24=8+6-+5+4+8 - i 
К 2із5--5--5--4--2--? 
Жы 5 个 数 
яхи: ， 最 大 数 为 5 
图 2-6-3 


(5) ER "ИВТ" ВИА, Mn 5 
分 成 最 大 的 数 不 超 过 mm 的 拆 分 数 相 等 
理由 和 (e) 相 类 似 。 
因此 , 拆 分 成 最 多 不 超过 mm 个 数 的 和 的 拆 分 数 的 母 函 数 是 
1 
CA ан)" 
拆 分 成 最 多 不 超过 m — 1 个 数 的 和 的 拆 分 数 的 母 函 数 为 


1 
(1 — «(1 — а2)-- ry 
гала mn ОНУ pay АЧ БАИ 20 


l _ i 
(1 — x)X1 — х2) „(1 — =") “а — ж)(1 г) Са). 


Ғы 


З“а-жда-«уе-а-а” 
(су 整数 # 拆 分 成 互 不 相同 的 车 千 奇 数 的 和 的 拆 分 数 ， 和 # 
нәз Ferer 图 象 的 拆 分 数 相 等 
i n = Ол + 1) + (2n; + L) 6 + Ощ+ о, ЕЯ 
пуу H; > +=." уз МА, | 
构造 一 Ferrers 图 得 ,其 第 一 行 , 第 一 列 都 是 # + 1 3 , Мм 
2 + 1,2815, Я s, + 1 格 ; 对 应 于 21w + 1, Ж 
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推 。 由 此 所 得 的 Ferrers Efe ЖЕ ЖЕШ. МЕЖ. Elin 
17-9 55 +3 


对 应 的 Ferrers 图 家 为 
у | о 


g8-+S+3=17 


图 2-6-4 


$7 指数 型 母 函数 


1. 癌 题 提出 

设 有 = ERARE n ВЕТ n R, SG 2 a 3 Тл 
Koea ЕНТ», 次， n= m + n, + -o + n. ЦН r АЕ 
列 , 求 不 辐 的 排列 数 ， 

如 果 пу == ан в, m 1, 刚 是 一 般 的 排列 问题 。 

现在 由 于 出 现 重复 ， 故 不 同 的 排列 计数 便 比 较 复 杂 。 _ 3525 8 
n ARRIEN, 若 = 个 元 素 没 有 完全 一 样 的 元 素 ， TPE зы 
ЖЕҢЕУІ. 2728383) z; А-а: 的 全 排列 数 为 nls WEERA 
ЖЕЛЕ 


п! 
milti s ТТЫ 
2. Кор 


先 讨 论 一 个 具体 问题 : НТЛ, 其 中 设 a 重复 3 次 ， 
2 重复 2 次 ,as 重复 3 次 。 以 中 取 ГНЕВА с, М 


„ 89 = 


— "uwawan aa ma рн алтынын атала РАС Ьа Аре тет иран -于 -一 人 :one 


序列 CusCisCas "tsen HARAR 
С = (1 + z + ritil + x + K tretet’) 
= (1 + 2x + 3а + 3: + 2x! + (+++ 
= 1 + 3g + ба + 9% + lort 9 + баб + 32 + x, 
(2-7-1) 
从 z RATA, 2 8 个 元 素 中 取 4 个 组 合 , 其 组 合 数 为 189. 
这 10 个 组 合 可 从 下 面 展开 式 中 得 到 
ааа + x, + xi)X1 + x; + z+ хл) 
= [1 + (x, + x,) + (m ах + д) + (xr + + ri) 
+ (lz ай + ЯК + x; + z| + xl) 
= 1 + (x, + zx; + p + (z + xx; + ай + дулу T ад 
+ 4) 十 信守 十 vix, + zx Ч хіг) В их, 十 295 
+ x. + x, + у + (xi) + x + ай + xay 
+ кі + xr, да, + хулїх, + хїх, + а. 
其 中 4 次 方 项 有 i 
аб t халі + ri t rnan + дікі + xiz, 202. 
十 дах, + табх 十 даа + кілі, (2-7-2) 
(2-7-2) Ж ТЫ, 8 TER Оаа, 630, а,2 个) 中 取 4 个 的 组 
合 。 例如 хал; 为 一 Жа»3 Та, 的 组 合 ， кілі 为 两 个 mm, 两 个 @ 的 
合 , 余 此 类 推 ， 
”着 研 究 从 中 到 4 个 排列 的 不 同 排列 总 数 ， 以 rixi 对 应 的 两 个 
а, 两 个 а, 的 不 向 排列 为 例 , 其 不 同 排列 数 为 


即 


410,430; 83032191, @үйзйуйзу 44414,4(, ваза» ааа REP, М 


样 ,1 个 aš 个 в, ИЖЕ ы wm 4, БП 410434630» 03614303» 


е 90 а 


430010.» dasht 全 此 类 推 。 故 众人 2-7-2) 式 可 得 问题 的 解 , 其 不 
НІНУНЕУІ 9 


АН мий 20) ИП? 2121 ЗЕЦ 
1 — 1. 1 1 
+ 2 Ф 

211111 по 3117 2121/4 


3 2121 21: 


= + 1 4.2121 + 3* .31 十 3。 221. 3! 
=16+ 18 + 36 = 70, ` 


3, 指数 型 母 函 数 


为 了 重 于 计算 ,利用 上 述 特点 ,形式 地 引进 栈 数 


бу (1+ ®+# Im) +£ + 5) 
ll 2 3l 1 21 
xT ^+ + 

lH 21 3 


(уни + Ричи 1 >) 
б 12 12 


х(ї+х+ + іа). 


+ ала в 
2 12 12 
Зи ‚а, 《2-7-33 ， 
72 n n 


从 (2-7- то: вии s, БАР 
个 的 排列 数 为 2 x 一 3, 取 3 个 的 排列 数 为 31 = 28, 4 
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个 的 排列 数 为 41 35 一 70, 如 此 等 等 ， 把 (2-7-3) 式 改写 成 下 面 形 


式 便 一 目 了 然 了 , 
соу-1- 3+ 9а 284. 70 4110 
11 21 31 4! 51 
. - 7 В 
+350% + 560 + 560 5. (2-7-4) 
6! 7| 81 


ем: 对 于 序列 9021,1: " * у АЖ 


G =a trt ai м... Фаз... 
мота 31 К! 


称 为 是 序列 esma- ПЕН, 

综 上 述 可 得 如 下 两 个 结论 : 

(ay Ежа 有 办 个 ， 元 素 a, m ZF esse ‚ OE 0. пу 
A. HH О a — m Hmo + л) 个 元 素 的 排列 ,不 局 的 
排列 总 数 为 | 

пі 
вирт 

(5) ЖЖ а, Ж я, М. ay 8 n Fo, ER a, Жа, М. 
НЖЖ аб m + n + -.- + n) CERE r АЕ, Ж 
其 不 同 的 排列 数 为 pp。 则 序列 ру, у> ps ЙОЗЕ НЕЕ О 


1 


11 2] ml 
z 
х(ї+ += + ху 
H 21 ral 
2 Г] 
--.... (чине... +=). 
11 21 ти 


与 (2) 中 所 用 的 方法 相 比 ,可 以 看 到 指数 型 母 函 数 在 解决 有 重 
复元 索 的 排列 时 的 优越 性 。 | 
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4 举例 : | | 
例 1， 求 由 两 个 a，1 个 5, 2 个 < 组 成 的 不 同 排列 总 数 。 
根据 绪论 一 ,不 同 的 排列 总 数 


AZ .由 1,2,3,4 四 个 数字 组 成 的 五 位 数 中 ， 变 求 数 1 出 现 
次 数 不 超 过 2 次 ,但 不 能 不 出 现 ;2 出 现 不 超出 工 次 ;3 出 现 次 数 可 
这 3 次 ,也 可 以 不 出 现 ; 4 出 现 次 数 为 介 歼 。 求 满足 上 述 条 件 的 数 


的 个 数 。 | 
设 满足 上 述 条 件 的 r 位 数 的 个 数 为 а, .序列 4 415015 ***› ,on 的 


{з ЖЫ ЕРАЗ 5 | 
G,G) = (2 канона) 
x(1+ 
(ети) (ана 


| r 
хам, Ж) 
24 8 48 144 


e 2 +в = ай 
+17 ШОЛА 
18 288 48 288 
2 3 5 
ЕЕ рав j 642 +215 4645. 
11 21 31 4! 51 61 


T А a iè 
+ 1785% + 140 Z + 7650 £ + 12600 >, 
7I 81 91 . 101 


эз» 


w ы. и ии ee етта аа "б=т 
к tre 


由 此 可 见 满足 条 件 的 5 位 数 共 215 +, 

83. Ж1,3,5,7,9 五 个 数字 组 成 的 # 位 数 的 个 数 ， 要求 其 
中 3,7 出 现 的 次 数 为 偶数 ,其 它 1,5,3 出 现 次 数 不 加 限制 。 

设 满 足 条 件 的 > 位 数 的 个 数 为 mw， 则 序列 аа, ass М 
НО ТЕК ЖШ БЕРЕНЕСИ 


2 i 1 2 3 А 
б) (1+ rn +...) (че +...) . 
е ] ! / 


4 31 
3 
e= 1 +> = 
由 于 | ss 
2 
Е. = l (e + =). 
21 41 2 


G,(=) = -~ < ет 
= 1 (е + 2 + езу“ 
= — (ез + Ze“ + ұғ) 


-1 (Dux жақа +52) 


+ nzo Ў mag яж 0 ni 


1 z” 
=. 5= + 2 + 3" ++ 1)—„ 
4 >. ) 


л в, == (5+2. 3° + 0), 


$8 ЧЕК 6 < # j HL И 


例 1” 下 图 是 一 逻辑 加 路 ,符号 也 是 一 延迟 装置 , 邑 在 时 间 ; 
АТЕИЗМ О, ЕН 


+ 94 + 


а 


=. FFOR 


图 2-8-1 


若 在 = 0,1,2, 时刻, 输 人 信号 His 1 RAK 
时 刻 的 输出 信号 Съз Біз Біз °З", 


显然 ， t= no == А T шу, m” и, + ну 


ити F ttt’ 

-EHE Pa == t, + naa F Heas A Z 3, 

车 输入 信号 的 序列 tasta > … АПАШКА U (z), ШІНЕУ 
信号 序列 s no 0 с" AERAR V (=), 

V (x) = (1 + x С) = Р(х) (s), 

其 中 Р(х) == 1 + x + x° 
ЖЕЕ СЕН 2-8-1) 的 特性 所 确定 , F| AE tE E: 235 ЕНЕ ВХ, 
如 图 2-8-2, 


ЙІ 2-8-2 
例 2” 有 红 球 两 只 , 白 球 , 黄 球 各 一 只 试 求 有 多 少 种 不 同 的 
组 合 方案 。 
Ш r, м, 分 别 代 表 红 球 , 白 球 , 黄 球 。 
Otr +O ну + y) = (1 + r 
с.к FP (1 + y + t + мш) 
=] + (rz + y + x) + (r° + ry + rw + ую) 


. 95 + 


Тт —n ep c+ - —— т -.. 


+ (ry + riw + куш) + riye, 
ЉУТА, № ТОЛИ, 45: 
(Ca) 了 到 一 个 球 的 组 合 数 为 三 , 即 分 别 取 红 , 白 , 黄 三 种 . 
G) 取 二 个 球 的 组 合 数 为 四 , 即 了 两 个 红 的 ,一 红 一 黄 ， 一 红 一 
а, —%—9. 
(су 取 三 个 球 的 组 合 数 为 三 , 即 两 红 一 黄 , 二 红 一 白 ， 一 红 一 
黄 一 白 。 
{4) 取 四 个 球 的 组 台数 沪 一 * 即 二 红 一 费 一 白 。 
ӨҢ” REHAR е, МІНЕЗІ са» Сі» 6 сз» єз RSJ BEDB А) 
G(x) = (1 ta + (1 + ху і + 3x + t 
+ 3x' + x, . 
ЖА 1+3+4--3+1=12 种 组 台 方 式 。 
#13. = 个 完全 一 样 的 球 让 到 如 个 有 标志 的 盒子 中 ， 不 允许 
有 空 盒 ; 问 共有 多 少 种 不 同 的 方案 ? Ж s > m. 
由 于 不 允许 空 盒 ， 令 是 个 球 放 到 六 个 有 标志 的 盒子 的 方案 数 
为 各 ;序列 {as} ЖЕНУ ВЕРА Ж GO y, MM 


(= (s + + А + + 二 
т 
— x 
{1 — z)” 


а-я + mx + "а 
+ ае F +, 
1 
ЖООШ (1 — >)” ri z" ДЖО 


mm DD 
(n 一 m)1 


+ 96 ® 


йй ССт + (п- т) — lyn — m) = C(n — 1,п— т) 
Е = C(n— 1,m — 1), 
Я4 RARAS TBAT 5 个 女 同志 ,更 要 组 织 一 个 出 数 
且 为 偶数 的 男 同志 ,和 数目 不 少 于 ? 的 女 同志 组 成 的 小 组 , 试 求 有 
多 少 种 组 成 方式 ， 
令 a, 为 愉 8 位 男 同 志 中 抽出 # 个 的 允许 组 合 数 。 由 于 变 男 
ВУ ЕЖЕ ЖЕПК, ИК йу = бұз- qa; = 2; = Ü, a, = 1, 9; = с‹8, 
2)-- 28, а. = CC8,4) = 70,0, — C(8,6)— 28,а, > 1, 
ОЖ dosis," *" эйе HR 
AC = 1-Е 28z' + 70x* + 284° д". 
ARIA RE TI ЖУЗЕ Б] АНУ ИННО МЫ Ау 
Bix) = 10x? + 105° 十 So4 + x. 
C(z) = ACB (х) = (1 + 28x2 + 702 + 285 
+ z'XX(1022 + 105° + 50 + #5) | 
- 105 + 105 -b 285x + 281x 十 840x5 + 728 
+ 6305 + 3502 1508 + 384! + 52" -+ x”, 
C (a) 中 xt 项 的 系数 с, 为 符合 要 求 的 直人 个 人 组 成 的 小 组 的 
数 电 ,总 的 组 成 方式 数目 为 
10-+-104-285—281--840+728+630+350-+- 150+38-+5-F1 
=3328. 
445. 10 个 数字 00 到 97 和 Р С, — X, +) 
组 成 的 14 个 元 素 。 求 由 其 中 的 * 个 元 素 的 排列 构成 一 算术 表达 
式 的 个 数 。 | 
ЛЖИ n EO ЖИ НЕР ЖЕ ЖЕКЕ ЗАК. MAERA BU BE Pa 
一 个 符号 必然 是 数字 。 而 第 # 一 1 位 有 两 种 可 能 ,一 是 数字 ,一 是 
运算 符 。 如 若 第 # 一 1 位 是 十 个 数字 之 一 ， 则 前 # 一 1 位 必然 已 
构成 一 算术 表达 式 。 如 若林 然 , 即 第 = 一 工 位 是 4 个 运算 符 之 一 ， 
TIBI я ИЯ, ВЕНЕ, а, п С 


+ 97 = 


TT TT rr ee ee er 


衷 排列 成 算术 表达 式 的 个 数 。 册 | 
an = 10а, F 404,1» (2-8-1) 
a = 10, а, = 120, Е 
аз = 120 指 的 是 从 到 9 的 100 个 数 ,以 及 士 0, 21, 49, Ж 
用 递 推 关系 (2-8-1), 得 oo 一 二 | 


ЖИЕ ЗА ж? — 10х— 40. 它 的 根 是 


r- 54/65. 
а, = АС5 + V65)" + В(5 — 3/65)", 
解 方程 
+ B — > 
(5 + 655 4 + (5 — VB == 10, 
得 


| = (15 + ,/65)/4,/65, 
B = —(15 — y 65)/ 4v 65. 
— a, — [(15 + ve + 65)" 
4^/ 65 
— (15 — \/65)(5 — \/65)"], 
例 6.，、 设 有 ?= 条 封闭 的 曲线 。 丙 两 相交 
于 两 点 ,任意 三 条 封 质 曲线 不 相交 于 一 点 . 求 
这 样 的 # 条 曲 绕 把 平面 分 割 成 几 个 部 分 % 
设 蓝 足 条 件 的 #* 条 封闭 曲线 所 分 割 成 的 
БИЮЕ № а„, Кн» 一 1 条 封闭 曲线 所 分 
， 着 成 的 域 的 数目 为 a_,。 第 # 条 封闭 曲线 和 
图 2-8-3 这 些 曲 线 相交 于 209 — 1) Т, 1 269—1) 


TARE n ШИШЕ ЕЛУ 2(л DRAM, ЖЕДЕ 20а 一 1) 
个 域 中 的 每 个 域 一 分 为 二 。 НОНО 2(»— 1). 
в. ™ üp + (ял — 1), а, = 2, (2-8-2) 
利用 递 推 关 系 (2-3-2) 得 а, = 2. 
а 
a, == 4, + An + 4, Í , ) 
a, = 2 = ,4,, 
a= 2 = 2 + A, А = 0, 
a |, = 4 — 2 + АА, = 2, 
76. ™ 2 + (2). 
另 解 : 利用 欧 拉 公式 i 
点 数 十 域 数 一 边 数 =2 
点 数 一 2(”) 
т 22 
їй = х АЖ 
л п п 
шж-4(7)- 229% 2- 2--2(7). 
мт “НЕЖ-АР, БЕЛ 
Dis Distt s Р, ВОЗА ы, РЧ 2-8-4 


SUR НЕ, р а АВЕ, ER Ө; 
неиябаюшежа, жжет М 


案 数 。 
令 a, 表示 这 ”个 域 的 着 色 方 案 数 ,无 
非 有 两 种 情况 : (1) D, D._, 有 相同 的 


mu: C2) D, 和 Dr KARETA .第 一 种 2-3-4 
情形 , D, 域 有 大 一 Гея HH DD. Же: ПП 
. 99+ 


ВМВ р, :的 荐 色 方 案 , 和 # 一 2 个 域 的 痊 色 方案 一 一 对 
№. А-9 D, 域 有 一 2 种 颜色 可 供 使 用 ;而 且 从 р, 到 р. НУ 
每 一 个 着 色 方 案 和 4 一 1 个 域 的 着 色 方 案 一 一 对 应 。 
a, = 2)ar + (Ñ — Па» (2-8-3) 
а: — ҚОҚ 1), в, = АОК — 1Х5-- 2). 
#JH(2-8-3)5548 a, = 0, а, = K. 
(2-8-3) 式 的 特征 方程 为 
#*— (K — 2)х — (А — 1) = 0, 
r == о 1, = = —1, 


а, = АСА — 1)" + ВС—1)°, 


解 方程 
A+ B= k, 
k- D4— B — 0. (2-8-4) 
得 
= 
В = & — 1. 
а, = (ñ — 1)" + (& 19С—1)*, я 22 2, 
а; = К, 
#8. 求 下 列 行 列 式 
|! 1 0 о... 0 б 
‘1 1 1 D о 0 
4-19 1 1 1 о olet 
É 0 0 0 1 1 
ШТ 
利用 行列 式 展 开 法 , 沿 第 一 行 展 开 得 
da = daa 4.» d = 1, d= 0, (2-8-5) 


利用 (2-8-5) 式 得 & = 1, 


. 100. 


特征 方 得 是 wx 一 x 十 1 二 必 


解 方程 ,得 
а ет, 
2 
设 
d. = Acosn — + Вон >, 
3 3 
解 方 程 
Acos (о, Z) + Вал (0 ЭБ 
1 у з. 
4(=)+в ("> )-1 
得 
4 = 1 
1 
B = -i 
V3 
я 1 ñ йг | 
d, = п” 一 -十 — sin n + —, r= 1. 
сов ; WE Е 


919. 求 2 位 2 选 制 数 最 后 三 位 出 现 010 图 象 的 数 的 个 数 。 

对 于 = 位 2 进 制 数 Бӛс--%, МЕНЕЕ, — h Я 
010 图 象 , 便 从 这 图 象 后 面 一 位 从 头 开始 扫描 ， 例 如 对 11 位 2 先 
制 数 00101001010 从 左 而 右 的 扫描 结果 应 该 是 2~4,7~9 位 出 现 
010 Я, р 


00101001010. 
而 不 是 4~6, 9~11 位 出 现 的 410 图 象 , ЖА. 
00101001010. 
为 了 区 列 于 前 者 起 见 , 我 们 说 4~6， 9-11 位 是 010， 但 不 是 
“HH 010 BE ,这 作为 约定 。 


4101» 


"+w rr  —— ї 


为 了 找 出 关于 数列 а, 的 递 推 关系 , 需 对 满足 条 件 的 数 的 结 沟 
进行 分 析 。 由 于 ”位 中 除了 最 后 三 位 是 010 已 确定 。 其 余 # 一 3 
位 可 取 0 或 1: 


n 位 
а, 
: | | :0 | 1 [0 | 
— : і і i F 
者 一 了 位 3 位 


故 最 后 3 位 是 010 的 n fr 2 进 制 数 的 个 数 是 2"*。 其 中 包含 最 后 
3 位 出 现 010 图 象 的 以 及 在 第 # 一 4 位 到 第 # 一 2 位 出 现 010 图 
象 ,而 在 最 后 3 位 并 不 出 现 010 图 象 的 两 类 数 ,后 一 种 数 为 


X x еше х 01010 
— 
п — 5 Ër в 4m n2 {р 


ЖН 
8, jua, == 2%, п> 5, 


в; == 1, а, 2, 


利用 (2-9-6) 推 得 a, — 0, а— 0, а г. 


(2-8-6) 


特征 方程 为 
(х — 2yCr + 1) = 0, 


2 +55 
x, == з Хз T ETI a : 


® 
a, = Acos (а. =) + В sin (п) нс. 2и, 

2 2 

解 方程 组 
A+C= i, 

2 

В--2С «0, 
—A + 4C = 0, 


4102» 


£ = 5? 
B = —L, 
5 
1 
С == 16- 
2 ж 1. ж 1 . 

° 5 сов{я . =)- y sin (а ` =) + 10° 2",п = 3. 
#10. Жейу 2 进 制 数 中 最 后 三 位 才 第 一 次 出 更 010 8 


象 的 数 的 个 数 。 

即 求 对 = 位 2 进 制 数 bbr tha 从 左 而 右 扫 描 , 第 一 次 在 最 后 
三 位 出 现 010 图 每 的 数 的 个 数 。 自 然 ， 最 后 三 位 除外 任 取 连续 三 
位 都 不 会 是 010 1⁄9, | 
а, ЖАН z ARTEO НЯ, BA = fr Ж 
91040 s {у 2 进 制 数 共 2 一 个 ,对 这 2" 个 数 分 析 如 下 ， 

(ву 包含 了 在 最 后 三 位 第 1 次 出 现 010 图 象 的 数 , 其 个 数 为 
au 排除 了 在 第 (* — 4) 到 第 (z 一 2) 位 第 1 次 出 现 010 图 象 的 可 
能 。 

оу 包含 了 在 第 Cn 一 4) 到 第 (x 一 2》 位 第 1 次 出 现 010 图 
ЖА а... 


н — 3 Ër 第 ws 一 2 性 
Í=——s- T _ = 
| | | beere |1] 1] | 

号 个 


(с) 包含 了 在 第 (wn 一 5) 位 到 第 Cn 一 3) 位 第 工 次 出 现 010 图 
ВЕНЫ ЕЛЕ а,-. 
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Cd) BATEE Со — 介 位 到 第 Cs 一 4) 位 第 一 次 出 更 010 图 
象 的 数 ,其 个 数 为 2a。_4， 轩 在 第 4 一 3 位 ( 打 交 号 的 格 ) 可 以 取 0 
或 1 两 种 状态 。 


第 *# 一 3 格 


ТЕБ ТУ] 


第 ?一 6 位 第 一 4 位 
一 般 可 以 归纳 为 对 А > 3 从 第 (2 一 下 一 2 位 到 第 二 一 天 位 
第 一 次 出 更 010 HRAB, HAA anag 从 第 # 一 天 位 到 
第 # 一 3 位 中 间 的 太一 3 位 可 以 取 0，1 两 种 值 ， 故 有 2 ЖНЖ 
Ж. 


故 得 递 推 关 系 如 下 : 
G, о, ды + Zla + --- + 25794 = 257, n => 6, 
a = Í, a= 2, as = 3, (2-8-7) 


п 一 了 5 时 有 下 面 几 种 状态 : 
00010, 10010, 11010. 
НЕТ 01010, 因 从 左 而 右 扫描 时 91010 属于 前 三 位 出 现 010 
RH. 
请 注意 , 递 推 关系 (2-8-7) 式 不 是 常 系数 递 推 关系 ， 


a 1, a> 2, а. = 3, 


ъ 104 = 


л = 6 时 有 
as T a, + a, = 23, 2, 4, = 8 — a,— аз = 5, 
я=7 时 有 - 
ay + z; + a, + Za, = 2, а=" 16 — a; — z, — 2а) = 9, 
其 它 依 此 类 推 . 
8 ео аи 4 арх +... 
m. фата = 
м аа + a, t lamy 
х. a t a, a, + 2а, + 22а) = 23 


+) о r. зе зз. 
[А жу— 1 — 2x — 3x7] + [А — 1] 
3.5 
кома + JAG = 25. 
— Lx 
整理 得 
(ite + -一 ) 4ш) ~ 25 + 1 + 2x - 4%, 
1 — 2х I - 2х 
— 29.3 3 Е ша 452 1 
1 2r + x 2 + x AG) = 2 + 1 4х? + 4х Bx 
l — 2х 1--2х 
к= Í. 
1 — 2x° 
қ AG) = аа р 25 4 308 + ба 


1 — 2х + а? — x 
+ 9х* 1642 + 2855 十 49 +... 
< a= l, a= 2, а. = 3, а," 5, 
ау == 9, a = 16, а; = 28, аш "= 49, 


#111. 解 图 2-8-5 电路 网 络 中 的 vi,j 一 0,1,2,5-5, е, Wk 
其 中 "Co = ç, 


* 105 = 


ж. A ent $ vapa 4 t 4 v; я 
w (t. | i 


š 


1 [Л 
tjt — Вл — 


2-8-5 根 据 欧姆 定律 有 


1 [2 Па 


% 


dij = Vis: — Vims 


4 = о 0, 


т 
те 


ыт 1 ы 一 9.1) 


š = + Си 9). 
由 于 各 点 的 电流 代数 和 为 零 ， 
二 Бізде 
《2-8-8) 代 入 (2-8-9) 得 递 推 关系 
或 0 
ғы 一 Win + t; = 0, = 0,1,2, 
由 # ARS R СОЮ F a fa 
+ (r — а) = L Біз 


.106- 


.., n — 2, 


(2-8-8) 


(2-8-9) 


(2-8-10) 


рт ӛр), 


特征 方程 是 аг 4х tla 0, 


xz 一 2 土 3 
设 . 
o= AG + узу + BG уз у", 
解 方程 组 
£ + B= vs 
(2--/394 ENCEN ES = 3 > 
1. 


А = — 1+^/3 0 
туз Jv 

B = ~ — (1 — 3 yp 
2 Уз) 


[G + V Ж2 + V 35" 


. ғ”, шш 


— (1 — V 35G — V 3 y'1, 
Я 12. RE 2-8-6 所 示 的 # 级 网 络 等 效 电 阻 R，。 
BSR S, AMPE 2-8-6 фитаи АІ аа. 
Е, 取代 ,使 在 两 端点 * 和 # 之 间 的 效果 一 样 。 


Е, 可 以 作为 由 Ri 等 效 电 阻 如 图 2-8-7 PT 7883925 ЕН 


* 107» 


ee Ee Рат ee 0 ———F 


构成 的 。 


Rui 


=s = w... | 


图 2-8-7 


1+ 1 一 2R + К+ R 
к 2R+ ЕК, ВОК + Ra) 


_ 3R + Re 
ROR + RD 


+ 
+- 


1 
R, 


а 


R, = EOR R,-) (2-8-11) 
3R + Е, 


R, — R, вв. 


» == К, b, = 1, 


Я: 
к. 28%,4 + Ка, 
ЗВЬ, „а, 


R | 2А + 


b, зр + 2Z==_ 


{= = IRh, + Ва.» 
%, == ЗАВ + fais 
将 aam b, — ЗЕБ, ЖА 4,28%, + Ка. 


(2-8-12) 
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base — 3Rb, == 28%, 十 RCh, 一 38,1), 
bs 一 ARE, + Rba 0, 

b= 4R, b => 0, 

特征 方程 是 = — 485 + R° — 0, 


х= (2+ ЗК, 
= [42 + 3y+ во Уз. ` 


解 方程 组 
人 
OQ + IYA + (2-4/398--1/Е, 
4 一 一 上 一， 
得 2⁄3 R 
B= il 


Изв” 
Ав RV — G — зу], 
2 3 
g, = bat — 3КФ. 
— Из —1)G + / 3 
23 
+ V3 + DG у 31. 
a. _ (М3 — DG + + (Мз + DG —./ sy 
2 2+0 3) (2 узу | 
xn — (3 — IDR, 
9113. RAHE 1 到 = 的 单元 ,用 以 记录 一 组 信息 。 这 个 
信息 的 每 个 元 案 都 占用 两 个 单元 ,而 和 且 存 放 的 地 焉 是 完全 随机 的 ， 
入 币 可 能 出 现 两 个 存放 信息 单元 之 间 留 一 个 空 单元 无 靶 存 放 其 它 
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信息 。 жй» 个 单元 留 下 空 单元 的 平均 数 ， 设 这 个 平均 数 为 sw， 
ú 个 单元 | = 一 一 2 个 单元 


存储 单元 如 上 图 , 设 某 一 信息 占用 了 第 ;十 1,i 十 2 两 个 单元 ,把 
这 组 童 元 分 割 成 两 个 部 分 ,一 是 从 1 到 i, oMi tapja 由 
于 用 相 邻 两 个 单元 的 机 率 相 等 ， ии 


. в, = т 4. 1 CCa; + ga_2) + Са, + 2.4) 


а. + 221, 
(п — 104, = 2 x в, {2-8-13) 


(2-8-13) ЗЕЕ, 
(п — 10а, — (в — 2)a,-, — 24, — 0, 
а= 0, д, = 1, а, = 0, 
设 
G(x) = a T+ g + ae + aat H -erg 
G'( z) = 2a; + Зах + tast + зссь | 
ж: 20, — a, = 2, ` 
хі. За, 一 2а; = 2а›› 
zt, a, — 3а, = 20%» 
+} 22-4........ 
CG) — rG = 2G, 
(1 —ух)С' = 256, 


сы, 3.2. 
G 1 — Хх 1—1 


In G = —2x + In() — xr)” + С, 


* 
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сы" — ху, 
Сі =a => 1, „И. k= LI. 
Ge lI — z): 


-[—+ а +... 
21 ' з 


31 

X'(1 + Zx+ 3: + +++) 
=] tt ++ Аи... 

 _. Š 15°. 


ғ = 
+ ( 
4.+1 (п } 1) 2п 2 я 1) (я 一 2) F 


， keü 


$9 错 排 问题 


"ЖИЫН al 个 不 同 的 排列 ,如 车 一 个 排列 使 得 所 
有 的 元 紊 都 不 在 原来 的 位 置 上 ， 则 称 这 个 排列 为 错 排 ; ЖИШШ 
Яр. | 
1,2,3, 4 四 个 数 的 错 排 为 例 , 分 析 其 结构 ， 找 出 规律 性 
的 东西 来 ， | 
1 2 的 错 排 是 唯一 的 ; 即 2 1. 
1 2 3 的 错 排 有 3 1 2.2 3 1。 这 二 者 可 以 君 作 是 12 错 
НЕ, 3 分 别 与 1, 2 换 位 而 得 的 。 即 
—r I 
213—312, 


213---231, 
1 2 3 4 的 错 排 有 
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4321, 4123, 4312, 
2143, 3142, 2341. 

第 1 ЯЕ 4 分 别 与 上 .2 、3 互 换 位 置 ,其 余 两 个 元 素 错 排 ,由 
此 生成 的 . 

第 2 列 是 击 4 和 3 12 (123 的 一 个 错 排 的 每 一 个 数 互 换 而 . 
得 到 的 。 即 
 3124—— 4 12 4, 

— 

3124—34 2 1, 
3124—9031 42. 
第 3 列 则 是 由 另 一 个 错 排 2 3 工 和 4 换 位 而 得 到 , 即 
2314—4312, 
— 
2313 524155 


23 11-->234 1. 
上 面 分 析 的 结果 ,实际 上 记 是 给 出 一 种 产生 错 排 的 方法 ， 
设 * 个 数 1, 2 ,…,n 错 排 的 数 自 为 DD。, 任 取 其 中 一 数 Ek i 
分 别 与 其 它 的 * 一 1 个 数 之 一 交换, 其 余 # 一 2 个 数 进行 错 排 , 共 
得 (= 一 1)D。-: 个 错 排 ， 另 一 部 分 为 数 ; 以 外 的 二 一 1 个 数 进 行 
ЗЕ ,然后 :与 其 中 每 个 数 互 护 得 (в 一 1)D,_, ТЕ. 
综合 以 上 分 析 得 递 推 关系 
D, = (в — 1X pD,_, + р, ,), D = 0, D, = 1, (2-9-1) 
D, = 1, 
(2-55-00 Е--ЕБАКРЛНХЯ, ТІНЕ. 
> D, — sD, 1р... — (n — 100,41 
= (—1[D,_, — (n — 23D,_,] 
= --- = ( —1)* (р — Ы) 
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№. 


由 于 D 1, D, 0,6 F Рр, 的 北 推 关系 
D, — во. = С 1)". (2-9-2) 
Ф 
С.х) = р, + Dx + Эз Da 3х: деш,» 
21 31 


г. р, == Р, + с—1} 
D, = D, + (0—1) 
D, = D, + -і» 


С.бху == хС,(х) = е7" 


Е -Уа-», 


$ 10 Stirling Ж 


АТТ АО ^^ ВО, Stirling 数 问题 则 不 
它 导 出 的 递 推 关 系 是 两 个 参数 的 。 

С) SMARA 

n 个 有 区 别 的 球 放 到 两 个 有 区 别 的 盒子 里 ， 若 要 求 第 lt 


ТА ЛК, В 2 КАТ п 一 和 个 球 СЕ = 0,1,2,-.- n), 方案 
数 应 是 (x; + ох)" 中 rir t RARA CCA). REMENA 


С(я 0) + С(в,1) + +++ + C(n,n) F, 


可 把 上 面 的 讨论 推广 到 #* ЖАКЕН КН ХУ BJ £ + 
性, 要 求 严 个 盒子 放 的 球 数 分 别 是 ЛЕТ ТМ "hnn = Fi 
+ wm) 的 情况 ,其 不 同方 案 数 用 
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. (|. а) 
ER. 


从 = 个 用 区 别 的 球 中 取 mm 个 帮 到 第 1 个 盒子 里 去 ,其 选取 广 
案 数 为 (”); 当 第 1 个 盒子 的 m TRELA EATEN m 


个 球 则 是 从 9 一 mm 个 中 远 取 的 ,其 方案 数 应 为 (” жы; 第 3 个 合 


子 的 个 球 则 是 从 # — m — m HER, 共 方案 数 为 (” " “ст, 
ИЖЕ ШЕЕ ЕНЕГЕ | 


ы „ы. С) 


„ ("с=с iu) 
п» 


oom а-а I 


в! (в — m)! s| (в — m — у} 


„с=т nm я)... 
mlin — m — n: — в) | 


. net о, (2-10-1) 
nmi0l mlml hal 


л АННО т ЕЕ ВР eT A 
Ж» ТЕЖ TES, TEMENE m 2] 
ВІТА, ТИВ 2 个 盒子 , …， 最 后 na ЛАВЫ m 
个 盒子 里 、 然 而 , 放 到 盒 于 里 的 球 不 考虑 球 的 顺序 , 故 得 不 同 的 方 
案 数 为 


"1 


эв] Bel 
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结果 和 (2-10- 2) 式 一 致 
称 ( ” ， ) 为 多 项 式 系数 。 
| 21112" "从 


第 1 项 
(m Ы 2-- + z,)' = (z, + а-ы... + x.) 
第 2 项 
ха T+ x, + -+- 十 te 


第 * TH 
x (x, + ғ; +o + хы), (2-10-2) 


多 项 式 (x, + 1, + -oo 十 me 六 的 展开 式 是 由 42-10-27 ЖУ 
# 项 中 ， 每 项 各 到 一 个 元 素 相 水 而 得 到 的 

表达 式 (2-10-2) 中 共有 2# 个 因子 项 , 令 第 ;个 因子 项 对 应 于 
第 ;i 个 有 标志 的 球 , 从 第 i 个 因子 项 中 取 * 对 应 于 把 第 i 个 有 标 
志 的 球 放 到 第 j 个 盒子 . (2-10-2)》 式 展开 的 一 般 项 好 
X (mm 十 -… + n, = n) яд TAREA mt BTA 
FA 和 个 球 ,等 等 ， 因 此 C2-10-2) 式 中 хіх ех 项 的 系数 应 
为 


RH 


(x=, + x, + -.- хх, =. > ( п ) 
tate ғыда | 7. 


ЫЫ 


X prp gtm, (2-10-3) 


EE: tetten) 展开 式 的 项 数 等 于 (“” | }, 


而 且 这 些 系数 之 和 等 于 mw。 
ШЕҢ; (x, + xz, + --- + <.) 展开 式 中 的 ххх" 1Щ 
Ст + m + -- - + sz, = ОЛДА m ДЖ Xis Tis ""*у Ха Ф л 
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Лата, B GT nte 二 zo》 办 
+ — 

лат") Ати» едина 

аав Tas Ekap m аталы ERRAU 

У: ( " jam (2-10-4) 


nitatean 


(2) Stirling 数 

只 准备 讨论 其 中 的 第 二 类 Stirling Ж ,至 于 第 一 类 的 Stirling 
数 只 准备 给 出 它 的 定义 和 递 推 关系 。 

EM: [z], = <(x — (ах — 2) -C(x я ч lY} 

= s(n,0) + ((m,l)zx + Ка, + -1e 
+ s(n,n)z", 

ЖК s(n, Q), (л, 1), 55-5 (а, п) 为 第 一 类 Stirling 数 . 

[z], > [sC(n,0) + s(n,l)z + --- + Сп, т)" Jr — ny 

= (в + 1,0) + (n + 1,1)x + + * 
+ s(n + 1, n + Га”, 


显然 有 
slan +1, у= s(n,Ë — 1) — ns(n, k), (2-10-5) 
ЖУ; тк таан, 2—95 
Ж, ЖЖБИ ЕК Sm т) 表示 ， 称 为 第 二 类 Stirling ЖХ, 
例如 红 , 黄 , 蓝 . 白 四 种 颜色 的 球 ， 放 到 两 个 无 区 别 的 僵 于 里 ， 
不 允许 空 颌 ,其 方案 有 如 下 七 种 : 


其 中 " ЖЕРИ, УЖ, 5 表 蓝 球 , ЕН, 
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504,2) = 7, 

定理 ; 第 一 类 Stirling 数 S(n, А) 有 下 列 性 质 ; 

(ay Sn, 0 == 0, (5) 5,1) = i, 

Сс) S(n, 2) = 21 — 1, Сї) $(л,в-——1)=—=С‹(л, 2), 

Се) SCnsn) = 1, 
证 明 : AR (о). ) (е) 是 显然 的 ,只 证 (6),(4)，。 
Сс) RA” 个 不 相同 的 球 Ж Буу tta Das ЛАПИН Фа, 
其 余 的 + 一 1 个 球 ,每 个 都 有 与 bh НВ B K. b, На. 
但 必须 排除 一 种 情况 ， 即 全 体 与 НЕ. 因 这 时 另 一 盒 将 是 空 
盒 。 故 实际 上 只 有 2"! 一 |! 种 方案 , 即 5(л, 2)=2" 1-1. 

(4) n ARRA” 一 1 个 盒子 里 ,不 允许 有 一 空 盒 , 疙 必 有 一 
ВНР, 从 ?个 有 区 别 的 球 中 取 2 个 共有 Ся, 2) 各 组合 
方案 。 B 

ЖИ: 第 二 类 Stirling 数 满足 下 面 的 递 推 关 系 ， 

5(п,тУ) = mS(n — 1,т) + S(n — 1,m — 1), (2-10-6) 
(ті, m > 1), 

证 明 : ЕҢ n ЖАЯУ 61,6, е”, 从 中 到 一 个 球 设 
Эз b. En ВЕ о А T; — 25 ЖП ЛУ ЕНІ» ЭРЧ ЭЁ, 

(a) НЫ, 其 方案 数 显 然 为 «Сп — l, m — 12, 

(5) b, AAR а РАР n — 1 4 рт 
个 盒子 ,不 允许 空 盒 , 共有 S(z 一 1, m) КАД, ЖАНЫ 
ЖЕН, МЕН, ЖКУ 数 应 为 mS(n 
一 1,т}, 

根据 加 法 法 则 有 

S(n,m) = $(яп— lm — 1) + ті(п-- 1,m). | ш 

上 面 证 明 递 推 公 式 (2 一 切 一 全 的 过 程 ， 也 就 是 给 鱼 梅 造 所 有 
方案 的 闻 法 。 例 如 今 将 红 , 黄 、 蓝 , 白 , 绿 五 个 球 放 到 无 区 别 的 两 个 
Ети, 
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S(5,2) = 28(4,2) --5(4,1)--2Х7--1--15, 
ЗЕҢ 15 种 不 同方 案 。 . 
沈 把 绿 球 到 走 ， 祭 下 的 四 个 球 放 到 两 个 盒 于 的 方案 已 志 前 面 
,的 例子 。 和 前 面 一 样 用 +,y，,8,w 分 别 表 红 , 黄 , Ш, ню, 绿 球 用 
GEETA ШЕ 2-10-1, 


№ 2-10-1 ` 


- - ЕЕ - 
.第 1 个 合子 | 第 2 个 信子 | 第 ! 个 辣子 | 第 .2 个 合子 | Ж: ТЕТ | #2 个 全 于 


освоен, за тта о желі 
ZR? 共有 2-8 К, 其 方案 计数 分 别 死 于 表 2-10-2 rh. 


Ж 21162 


有 区 天 ЖЕ жі m” 


жин | 有 区 别 ева] #15, m) RAP AA Қа,» 


| ера, Kas 13 F (т, 2) + < + $ > 
有 区 别 | TEE НЕ s Ç: + e БҰЛАҒЫ 


有 区 别 ЖЕН EER Stns т), 


хаж 2 — 
жш | яка еза) Солгун Нар ток 


Ст + (вт Я C(n—,n—m) = 
жа Сіп-і1,т- Г, т Лк ЛР 
nm оек ины» татр. 


ря) | ЖУ! 
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айшы Ша ызын ищи 


„= 
р 
£ 


Ж2-10-2 іф 


ЗЕ 5 ж W Ж 


Gi =-= 1 _ ñ ы А 
жка | лия (ята O ОГ ауан) 的 * АЖИ 
相当 于 用 { 1 3 2 -> 人 ?进行 拆 分 的 拆 分 数 ， 


к* „ 
ето 的 * 项 系数 ， 
жын | жын! езе] тее ат 每 食 一 个 球 ,余下 

И = сав, 
2 уот РОЧ, 


利用 公式 Sn, т) = 508 — 1, m — 1) + т5(п-- 1, т), 
$(m,.1)= SCn,n)= 1, E] P Zn Pascal 三 角形 一 样 得 到 表 2-10-3, 


Ж 2-10-3 


N G ч д һ ш N ы 
ыыы за „ш мосы w 


— 
> 


9330 |34105 |42525 |22827 


$11 Catalan Ж 


这 一 节 讨 论 Catalan 数 , 其 递 推 关 系 是 非 线性 的 ,许多 有 意义 
的 计数 问题 都 导致 这 样 的 遂 推 关系 。 本 和 节 将 举 出 一 些 ， 辣 面 还 将 
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ИЗ. 

一 个 西 # 边 形 , 通 过 不 胡 交 于 * 边 形 内 部 的 对 角 线 ,把 * 边 形 
拆 分 成 若 于 三 角形 , 厅 同 拆 分 的 数目 用 io RZ., 

例如 五 边 形 有 如 下 五 种 拆 分 方案 , 奢 h, = 5, 


зовем 


图 2-11-1 
1. 2х 
定理 ; 
(ау hapi = hh, + halini + +" АА, (2-11-19 


(Ьу (я — зв, = 2- в. 十 天 有 + © 


+ ё, ай, + h, айз). _ (2-11-2) 


证 明 : (ау ЕНЕ: 
v 


如 图 2-11-2 BT2R, Ц wvs+ 作为 一 
个 边 的 三 角形 npe в 1 
边 形 分 市 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 不 边 
形 ， F-rans — Ë + 222, 
k= 2,3,-.-. n, е, 点 可 以 是 v1， 
9 9. 点 中 任 音 一点。 依据 加 
2-11-2 ЕЛЕ ШЗ 


ket 一 > ТЕГЕ 
ізі 
= hh, + Мыл + 09 А А йз + haha 
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(E) ШІНІҢ; 
如 图 2-11-3 BT2R, JA s 点 向 其 它 # 一 3 个 顶点 {sstart ts 0,1} 
可 引出 * 一 3 条 对 角 钱 。 对 角 
Ж sar, ӘЛЕ БУ BN + 
部 分 ， 因 此 以 wr] 对 角 线 作为 
拆 分 线 的 方案 数 2 БВ ыы. 

РЬ 可 以 是 Pastas бб, 0а 
中 性 一 点 ， 对 所 有 这 些 点 求 和 
得 

和 ` 图 2-11-3 

+ А„_› + B, 1. : 
Д ә, s, -- +, 0, В e, АНИ, {Н Ж ИЖ] ДИ + 
两 个 顶 后 , 合 一 对 角 线 在 两 个 顶点 分 别 计算 了 一 次 , 作 


> Св, а t hh, + В, ой, + А, Б). (2-11-37 


(2-11-3) 式 并 不 就 给 出 剖 分 数 ，。 无 疑 其 中 是 有 重复 的 。 其 重复 度 
是 由 于 一 个 下 nr ЖЕШИН n 一 3 条 对 角 线 ， 而 对 其 每 一 条 边 
计数 时 沪 剖 分 都 计数 了 一 次 ， 故 重复 了 = 一 3 次， 即 (2-11-3) 式 
给 出 的 结果 是 名 的 # 一 3 伴 ， 

(n — 3)&, = = Cah, + kah, te 


+ ЖИ. Я + ЖЕТ ЭР 


(2-П-1)5Ж2-11-2) RR EIR ERE ERR. 


2. Catalan 数 计算 公式 ， 


H <2-11- К) K K в, = 1, ДЕЎ 
Бан 一 2й, = бай) + Е +t- + ñ, йз, 
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. Са — 3)h, = = Chaha + kehna + + һам 
= 2 Chari — 2 让 
2 


由 (一 3 和 一 т (б — 15), EE 209 — З), = ян 


—?яб„, 
5. ям" Сія — 6)4.. 
$ Бы T nhe 
fe (2 Рең у 
fen = (ал — 6) = И 3 fa 


#— 1 


— Gn — 2283, 
(a— 1)G— ~ 
即 hau (29200938) 1 一 太一 1 
I. {я — 1`)(я — 1) 


fari эр” 


fs Һ-а ғ. f. fs 


_ CQ —2)(2n— 3), Ga — OG —5) 
(я — 1)(ля — 1) (в — 2)(л — 2) 


4+3 2:1 


а.--- + —Àc  — 


2+2 1.1 


_ G Е, = E 一 9 = nhas 


з. 母 函 数 方法 
设 С‹®) = h: + bz + ha 4°» 
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Pih == hh + іі, 

ыы hj, + Бі + АЁ, 

а == his + hyn + М + М» 
+) зз +... 


GG) — x — 1 — ААА + hb + 5) 
+ halhe + йы + -.-) 
+ ka (hz + b А) + ++ 
= —x Ех + bs? + ha + -- +) 
+ Бах + Ља? + ba + es.) + ==, 
5 G) — 1 = [G], BH xG: — G + 1= 0, 
14/1 — 4a 
2х . 


АИТ 一 
ис ах, 


由 二 项 式 定 理 


1/1 
а+уу 1+ Ly 3 2 у? 


EDG 


31 
i. 1 1.41.3 
5 (O — 4r)” m | — 2x — ам — 7-5 4 
( =) х 2.21 2131 * 
2.1435 ОА 3) ааа... 
2441 , 
Вр (1 — 40) rh л 项 的 系数 为 
1 L (2 Є ) 1 ) “+ 
一 -一 一 -一 (一 一 1 一 一 2 二 一 区 一 4 
(n + 1); 2 ^2 | 2 2 "/( ) 
. s 
ЗЕК 


—- o — www arama - т 


1) "т 一 一 43: (24-1) 22а+3 


- с + S 2841 
- ,ы 5 5 1 
(л + 1)1 Cr D 
= —2(2")1 _ —_ —2 ү2я 
(кіл n+l (> 
1— 12 
1 21# — 2 
ы; м е га 
MEREKA ий, = (4n — буй, А = 1, НАН 
Gl) ТУА 4 мла 


$ G= h, + Bz + А! + --., 
О) = Аа L hx! + В? + ++ == С, (ху 
z: 23, 一 4 + 24, 一 Ghr | 
Ж: 3h, = 4 + ЗА, — hss 
+) ‚алатта ; 4... 
Сі) — 1 = 4[х©С(х)]' --66,(е), 
‚(1 — ӛхубі(х) + 2G,(z) = 1, 6,(0) = 0, 


1 , 
1 , 2G, (z) 1 
— С > + 一 一 一 一 一 = —— s 
Al — 4х * а-а; Ма- 4) 
d | Gil) 一 | 一 1 | 
dx ИТ — МО у 
К Субх) шм 


чес, 
М = 4а 21-4 
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ВСЕ > 6.00) =0, “C= – 


оом, 
1 一 w1 一 4 
Ge) = — vı -. 


2-11-4 
1/8 
例 工 b= -(# ) 一 14， 见 图 2-11-4 


Я 2. Р 一 аааз ‘а, Ж n “E S gg" * у а, ЗЕ, ің 
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ЖЕЛЕ ЁЁ ‚ЛК ИКЯЕ НИНЕ, АЛНАН АРАН ЖЕН, AAA 
几 种 不 同 的 乘法 方案 ? 
$ p, л п ТЕНИ > — 1 对 括号 插入 的 不 同方 案 数 ， 
Pa > фарз + раа tT p, apipi pl, 
& Р" СРР K — 1,2. 3-м, 故 得 
ñ, "= й, + а ++ + ЖЕ; + [Д.Р 
Ta H. в, == b, = 1, Шор, ШО Catalan $ 各 + 
` 1 
bi n = 4 Ху м=ь-1(6)- 5. 
((2;(а,а,))а,), (Сала даа), Сса,а,Хаҙа,)), Са,Са,Са,а,У)), 
Са:С(а,а,)а,)). C2-11-4) 
ú Ра = Catalan Ж hss Еу (2-11-49 
/Ж ЖЕН КЕЛІН #1 — T 5 AERAN 


V. 5 的 一 一 对 应 关系 ， 如 图 2-11-6 
_@хь хозяин PER R, ЮАН +y 
图 211-5 УЗО, ВМХ, м 
图 2-11-5. 


例 3 s + 1 和 = 个 0 组 成 一 2x 位 的 2 进 制 数 ,要 求 从 左 到 
右 扫描 ,1 的 累计 数 不 小 于 0 的 寂 计 数 , 试 求 满足 这 条 作 的 数 有 多 
少 ? 

下 面 介绍 两 种 算法 。 | 

解法 1。 设 p. 为 这 样 所 得 的 数 艾 个 数 。 在 20 ЕЖА 

2 | 2 

+ 1 олан (7), жиз DRR emau о, (77% 
hak y E Rü ЖЕ, ЖА ЖОКПЫН D E 
而 右 扫 措 ,出现 o 的 累计 数 起 过 1 的 累计 数 的 数 . 

不 合 要 求 的 数 的 特征 是 从 左 而 右 扫描 时 ,必然 在 某 一 奇数 
2m + 1 位 上 首先 出 现 赤 十 1 个 0 的 累计 数 ， 和 当 个 1 的 累计 数 ， 


= 126 


аа та ( (а, (аа) 3а} 


а, (аза,)) 
(азйз) 
N =? 
=: а а g 


s= (Саа, Ja; 240 


(9191292) 


wo (Cam ) (ани) 


ЫЛ üg іл ч 


“< > AS 
a а “s “ 
в | 
а 


ао ты {а (н, (0.))) Я 


“ “ 
ús 
"s 
“ < 
s 
а; 
ч “4 
ЕЛ 
az 
ж 
ғ; 
% 4 
as 
dz 


Са; ( аза} > 
Саз? 
аны < 一 > а 
“ В 
a а, = a 
Gom (ву (амда) 
C (ага, )а) 
4:43) < 人 > 
а 
ar G; °з а 
Bl 2-11-56 


此 后 的 2(п 一 т) — 1 fir Ef = —т4-1,я— ют—141-0, дЕ 
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0, п— m—1⁄- 1, 结果 得 1 个 出 # 十 1 个 0 和 # 一 1 个 1 组 成 的 
2# 位 数 . 见 一 个 不 合 要 求 的 数 对 应 于 一 个 由 # 十 1 个 0 和 一 1 
个 1 组 成 的 一 个 排列 。 

反 过 来 ,任何 一 个 由 # 十 1 个 0, # 一 1 个 1 组 成 的 2x 位 数 ， 
由 于 0 的 个 数 多 二 个 ,2w 是 个 煞 ， 酸 必 在 某 一 个 奇数 位 上 出 现 和 
的 累计 数 超过 1 的 累计 数 。 同 样 在 后 面 的 部 分 , 令 0 和 1 互 换 ,使 
之 成 为 由 # 个 0 和 # 个 1 组 成 的 2# 位 数 , 即 # 十 1 个 0 和 #* 一 1 
个 1 组 成 的 2» 位 数 , 必 对 应 于 一 个 不 全 要求 的 数 。 

用 上 述 的 方法 建立 了 由 * 十 1 个 0 和 *= 一 1 个 1 组 成 的 2 
位 数 ,与 由 ?个 0 和 # 个 1 组 成 的 22 位 数 中 从 左 向 右 扫 描 出 更 0 
的 累计 数 超过 1 的 累计 数 的 数 一 一 对 应 ， 

例如 10100101 是 由 4 个 0 和 4 个 1 组 成 的 8 位 2 进出 数 .但 
从 左 而 右 扫描 在 第 5 位 C 打 玉 号) 出 现 0 的 累计 数 3 超过 1 的 累计 
数 2, 它 对 应 于 由 3 个 1, 5 个 0 组 成 的 10100010, 


反 过 来 10100010 对 应 于 10100101, 
因而 不 合 要 求 的 2л 位 数 与 # 十 1 个 4,# 一 1 个 1 组 成 的 排 


ра” Өш (1) Ca)! Pria (п — ТЕЕ" г 


С п ] ` (2n) 
ОН Cat Dizi (m + Iin] 


— сә) | 


— 1 (2 
n + 1 (э) 
Ж 2. 这 个 问题 可 以 一 一 对 应 于 图 2-11-7 由 从 原点 (0:07 
(пп А88 ЭВ ВАЗЕ Қ (а, b) 满足 关系 a = b, 
对 应 的 办 法 是 从 人 0;0) 出 发 ,对 2# ИО TU £ FS, ЖЗ! 
УЕ №; 若 遇 到 0 { Их WEATER, ЮН 
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于 有 # 个 0,# 个 1， 政 对 应 一 条 从 CO; 站 点 到 达 (ns#) 点 的 了 路径， 
ATER 1 的 累计 数 不 少 于 0 的 累计 数 ， 故 可 以 途经 对 角 线 O A 
十 的 点 ,但 不 多 许 穿 越过 对 角 线 。 反 过 来 , 济 足 这 条 件 的 路 径 对 应 
一 满足 要 求 的 2 位 2 进 制 数 。 岂 图 2-11-8。 


y РС 
22-24 Аба, 
г 
900,6) В z 
图 2-11-7 图 2-11-8 


PIWRA (0,0), SANAR ОЛ 及 对 基线 上 方 的 点 
到 达 (n,n) 点 的 路 径 数 。 

从 一 点 到 勇 一 点 的 路 低 数 的 讨论 匈 第 1 章 33 例 1。 见 图 
2m11-7， 从 口 点 出 发 经 过 OA 及 OA 上 方 的 点 到 达 4 点 的 路 径 对 
应 一 条 从 о ABRA OA ROA EH ARE A AR 
径 ， 这 是 显而易见 的 。 

жо А E ie ОЛ 上 的 点 刘 达 4 点 的 了 路径, 本 为 从 О 点 
В О'Л 到 达 Л ЖАТЬ, ЖУМ Мом Й ОА 
ЖЗА А НОР. 

所 以 从 0 点 出 发 经 过 ОЛ K 04 以 上 的 点 最 后 到 达 4 点 的 路 
径 数 ,等 于 从 О АШ ЖЕНЕ 4 点 的 所 有 路 径 数 ， 减 去 从 0' дщ 
发 路 径 O A 上 的 点 到 达 A ВЮ. ВШ 


4129. 


loam orrara r n cr '- 


7 “-(2- („ха )- сая Ес ЕСЕТ DGZ 可 | 


1 26 
一 一 = ДЙ, Pi 
„кт(„} 全 


004. haii, * 个 0 组 成 的 2 位 二 进 制 数 ， 要 求 从 左 向 
ЖАН 2 一 工 位 时 1 的 累计 数 大 于 0 的 累计 数 , 求 满足 这 样 条 
件 的 数 的 个 数 。 此 问题 可 归结 为 图 2-11-7 中 从 口 筷 出 发 只 经 过 
对 和 角 线 O04 上方 的 点 抠 达 4 点 ， 求 这 样 的 路 径 数 。 相当 于 求 从 
00,1) 点 不 经 过 对 角 线 Ол, ЩА A'(n — 1,п) 点 的 路 径 数 。 于 
是 便 转 换 为 例 3 的 问题 。 

根据 恒 3 的 结果 ,从 ОҚО, 1) 点 通过 Он, O АСЕ 
方 的 点 到 达 А(а- іл) 点 的 路 径 数 为 


Ç; _ ф 一 (", ? z 2) с 二 ЕПС — 11 


A- 1 
_ — 1 _ дат 
元 二 二 | 一 п1(я — 131 
І /24-- 2 _ 
(бис) ЖҮЙ 
3 题 


то? + 2л 

Lame (g) (D A БН) 

Жа + z* + sye хо УАН, 

НН НАЛ. ВН 3 ЫНАН ІҢ 10 4-2, 
试 间 有 多 少 种 不 同 的 取 法 ? 

4, 求 由 4，8,C，D 组 成 的 允许 重复 的 排列 中 4B 至 少 出 现 一 次 的 排列 
数目 。 

5. 求 n 位 四 进 制 数 中 2 和 3 БН БЕКЕН. 


GRH в, с 三 个 文字 组 成 的 # 位 符号 串 中 不 出 现 sa НЕО H 
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®®н. 
7 .证 明 序 列 Ся, в), С(т+ 1, я), C(n + 2, п), ет ARARA 
1 

41 - жн - | 
e. С(я, т) + Cla + 1„лу+ + + Cint m,n) = С(т+ m + 1, 

*# + 12. 


9. 利 用 二 + L + 1 +... = ‚йж МС), НЕ. 
1 2 3 6 


10. 8 台 计 算 机 分 给 3 沾 单位 ,第 1 8а рл КОЕЛА з S. 2 GB hr 
不 超过 4 台 , 第 3 个 单位 不 超过 5 人 台 , 同 共 在 儿 种 分 配方 案 ? 

11 .证 明正 整数 * 都 可 以 唯一 地 者 示 成 不 同 的 且 不 招 侣 的 Fibonsccei 数 
ж, 8р 


в = > m Fi, 444-і = 0, s = 0,1, 
Tat 


注意 F, = F, = | 基 和 相同 的 Fibonacci 数 ， 

12. 设 空间 的 e 个 平面 两 两 相交 ,每 3 个 平面 有 且 仅 有 一 个 公共 点 ,任意 
4 个 平面 都 不 共 点 。 这 样 的 = 个 平面 把 空间 分 割 成 多 少 个 不 重 迷 的 域 ? 

13. 相 邻 位 本 和 间 为 0 的 * 位 2 进 制 数 中 一 共 出 现 了 多 少 个 0? 

14. 在 Hanoi рр, и БЫ БАТ = 个 回 盘 ， 其 编号 依次 
Miñ. МЕНҢЕНЦЕНИЕК ЕНЕ ЕЕЕ ЕЗДЕ С 上 , 转 
выштаавтары- ҮЗЕ FT BDE ЕТАНОЛ. ВЯ 
次 ? 

15. 一 书柜 中 有 必 格 ,每 格 各 放 = 册 同 类 的 蔬 。 不 同 格 放 的 书 类 型 不 同 。 
现 到 出 整理 后 重新 放 回 , 但 不 打 乱 相册 类 。 试 问 无 一 本 放 在 原来 位 置 的 方案 
数 应 多 少 ? 

16. 设 一 矩形 ABCD, 其 中 ав:40 = + (а + V5)。 тов Жй 


4 т B 


с, 
+131 = 


ав. ср 是 一 正方 形 。 试 证 矩形 BC.CB 和 ABCD 相似 ， ШЛЕ 9559718 
可 得 一 和 在 矩形 相 仆 的 和 矩形 序列 . 

17 ,平面 上 有 两 两 相交 ,无 三 线 共 点 的 *#* ЕН, АЖ я 条 直线 把 江面 
分 成 多 少 个 域 ? | 

19. 在 一 圆周 上 取 #* ЛА, ХНА, Хилл 
Ж › ЖАКТАН Л НЕ Л.Е? 

19.Ж о {у ЖЕН АБ А Sr SHE 11 的 数 的 个 数 。 

. 20. 及 = 个 文字 中 权 守 个 文字 作 人 允许 重复 的 排列 ， 也 不 允许 一 个 文字 连 

续 出 现 三 次 , 求 这 样 的 排列 的 数目 。 

21.3Ë 114214 366 п 的 和 ， 


ma (3 7) 


23.15. = У) М} — 1), 5,<е ХО, 
k= Ü kD 


S, = D (k ЕЖЕ +2), 

ЕАН ИЧА E E ИШЕ = 条 与 加 相交 的 直线 。 当 
,是 大 于 1 的 奇数 时 ,第 т 条 雪线 只 与 前 > 一 工 条 直线 之 一 在 国内 相交 ， 当 
, 是 偶数 时 ,第 ， 条 直线 与 前 r 一 上 条 在 贺 内 都 相交 ， 如 举 无 3 条 直线 在 加 
内 闪 点 ,这 上 条 直线 把 加 分 割 成 多 少 个 不 重 先 的 部 分 ? 

25. 用 a, 记 具 有 理 数 这 长 周 长 为 = 的 三 角形 的 个 数 。 

(ау 证 明 

ra ЩЖ, 
пт |9 ЗО, өлен, 


(8) REA ӨЗДЕ АЖ. 
26.04) ПЕК ЕК К 1 BZ JS JE Bu КА 


а жау мова, 
+u + ay 当 [ 是 偶数 。 
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ОЕ" 的 三 角形 的 个 数 。 而 5. 记过 长 不 超过 1° 

+ 1 的 三 角形 的 个 数 , 求 和 和 в, RRR. 
、 ат ут +k 

27.8920, 0. = > ( 24 ) > - Ж; + 小 

(e) 证 明 anpi = ap + hapis #„ = on 二 Be. 

(5) 求 序列 de) 55. ОЕА АК, 

(с) 用 Fibonacci ЖБ а, 与 a 

ІВ. F, = P, = | Fa = Foi t Fen 

Са) 证 明 F, = F,F,_, 十 Farita >, 

СБ) ШЫҢ F, |F. НОВ ЖЕН s|m, 

(с) 证 明 Р.Е, = Futni + Fagri T Futai ++» 

+ an ща JE EY SK 
F, sta "ЕЕ. 
тт, | 

Са) 证 明 (F,,F,) = Ритм» (msn) № туз 的 最 大 公约 数 ， 

29.31 Z] z HARRER k АА НЯНИ, ВЕНЕВ 
数 为 FORD. 

ба) Ж Ка, А) ЕЕ. 

(ó) 用 归 钠 法 水 Қая,%), 

(s) 若 设 1 与 算是 相 邻 的 数 , 并 设 在 此 偿 定 下 从 1 到 = 的 自然 数 中 选 
Ж А ЯН НУН ВЧ А 个 数 的 方案 数 为 eCa k) PR Ken tK «СК, 

30. 设 S,(s,&) ЕБТ Stiriing 数 。 证 明 


848 + з, ту= $ ( 58 ьт — 1), 


pæ ну | 


ИЖЕ АДАШ ЖЕ л 点 的 路 径 数 。 
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зз.» 位 9 1 符号 串 ， 求 从 左 向 右 只 在 最 后 两 位 才 出 现 0，0 обе 


数目 . 
33. 试 证 


G G =.) 


із» 


== ЖИВ РН 
51 9 论 


在 这 一 章 里 将 讨论 组 合 数学 中 两 个 重要 原理 ， 其 中 之 一 的 容 
斥 原理 是 在 计数 中 常用 到 的 一 种 方法 ， 它 所 研究 的 问题 先 举 例如 
F. 

例 。 求 不 超过 20 的 正 整 数 中 是 2 的 倍数 或 3 的 倍数 的 数 的 
数目 . 

不 超过 20 的 正 整 数 中 是 2 的 倍数 的 数 有 10 个 , 即 

2,4,6,8,10,12,14,16,18,20, 
不 超过 20 的 正 整数 中 是 3 的 倍数 的 数 有 6 个 , 即 
3,6,9,12,15,18, 


但 不 超过 20 的 正 整 数 中 是 2 的 倍数 ,或 是 3 的 倍数 的 数 不 是 

10 十 6 一 16 个 ,而 是 下 列 13 А, 
2,3,4,6,8,9,10,12,14,15,16,18,20, 

其 中 6,12,18 ZAME 2 的 倍数 又 是 З 的 倍数 。 如若 把 是 2 的 
售 数 的 数 和 是 3 КИЕК 3k НИ ШЕ, И 6,12,18 三 个 数 各 重 
算 算 一 次 。 

容 斥 原理 研究 的 是 若干 有 限 集 侣 的 交 或 并 的 计数 。 

在 讨论 过 程 中 要 用 到 集合 论 的 基本 性 质 , 例如 DeMorgan 定 
ж. EAA BER e US T 5, RU 

(ау AUB ~ АПВ, 

(5) АЙВ = AUB. 
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证 : (а) 的 证 明 ， 
W хе AUB, ІҢ хе AUS, 
zÉ AUB 相当 于 z€ AA z$ B НБ, 
кє AUB + x€ АПВ, (3-1-1) 
Я, хЕЛПВ, Bl zed Жі хеВ, kréd $f z€ B, Ж 
BD кё AUB, 
^ se ANB + z€ AUB (3-1-2) 
ЕН(3-1-0Ж153-1-2083% 
rE AE => x€ AUB, 
СЬ) 的 证 明和 《67 Ж{Ш, ЛЕК. | 
Ре Morgan 定理 的 推广 ; 设 A.A... 4. ЖО BJ k. 
ШІ (еу АЈА ЈА, NN Nd 
JAAN ПА, = 4,02,0-:-124,, 
证 ; НИ(2), в = 2 时 定理 已 证 。 设 定理 对 “是 正确 的 , 即 
шн 41741-70 4,-- А, А.П. YA. 正确 , 则 
О-о CAU AU JA ЈА, 
— (UZ Ü ТАП A = ANAN Г AN dn 


即 定理 对 # 十 1 也 是 正确 的 . | 
“= СБ) 的 证 明和 《se) R Аш, а 


2 Ө ят Е 


БЕЙ АИЫ Ri Т В ИНЖ H. W 
RA 
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定理 : 
JAUB| = lal + 18| — 14081. (3-2-1) 
АЕ 4 EE. B АУ КАРАТЕ 4 的 元 素 个 数 与 具有 
注 质 BB 的 元 素 个 数 的 和 ， 威 去 同时 具有 性 质 4 和 8 ОЕ ҒЫ, 


ав 


定理 : 
|AUBUCI = |A| + |B| + iC] — lAnBI 
-- |АПСІ--ІВЛСІ + 1А4ПЛВПГС|], (3-2-2) 


证 明 : 
[AUBUC| = I]IKAUB)UC] = ]AUBI + |С| 
— ІСЯ4ЦВӘПСІ, 
根据 {AUBINC ~ CANCYUCBN CTC), 


вис = || + + |С|— lan B| 
— КАПСООЯВПСОІ = |All + iB] + icl- |4181 
-|40Сс|--1ВПСІ-ІЛЯПВ (СІ, | 
m 

ATE HHH, Ardn ted, ВЕВ uU АГЕ. 
Я 一 个 学 榨 上 只 有 三 门 课程 ， 数 学 、 物 理 、 北 学 。 它 知 惨 这 三 门 
课 的 学 生 分 别 有 170, B0, 120A; 同时 修 数 学 、 物 理 两 门 课 的 
学 生 45 人 ;向 时 修 数学 ,化 学 的 20 人 ;同时 修 物 理 、 化 学 的 22 A; 
闻 时 个 三 门 课 的 学 生 3 人 。 间 这 学 校 共 有 多 少 学 生 ? 
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$; МУЖА; 

Р 为 修 物 理 谋 的 学 生 和 集合 ; 

为 修 化 学 课 的 学 生 集合 . 
{М | = 170, {P| = 130, |C| = 120, |МПР| = 45, 
ІМПІСІ-- 20, РПС] = 22, IM PD C| = 3, 
J]JMUPUC] = |M + рі + |C] — IM P| — |M YC | 
— РПС] + IM PI C] — 170 + 130 + 120 — 45 
— 20 — 22 + 3 — 336, 

邯 学 校 的 学 生 数 为 336 А, 


3-2-1 


司 理 可 推出 

jAUBUC UDI = |A] + IB] + ICI + ТАПА 

--|АПСР--|ІЛГРІ-- ІВПСІ-- [BAD] — IcN D| 

+ |4ГПВГС| + lanBaBnpi + JBACABD|- -1 

一 |АПВПСПРІ, (3-2-3) 
AFR HAT 48 Е: 

ЖЕНЕ; 设 pp EARE g, ij 


* 138 = 


|AAU4,U--. 041 141 5 У AN A 


іт] ішті ісі 


+ У) у ПЛА, — 
іші ігі k>j 
+ СЧА AN ПА, |. (3-2-4) 


Ж: 用 数学 归纳 法 证 明 。 
EH” = 2 时 有 {АО di = EA + 12,1 — 4,1441. 
m—1 


s=] 
设 AUAU e UAE - > У 147141 


imi іші ізі 


+ У 2 An ADA] + 
іші f> ізі 
САПА ППА... 
Udy U УА КО АРЫН 
= 1.4.040 UA} + 14.| 
= [CA UAU -- UA, ППА, |, 
但 (A U4,U: UA YN 4. = (АГ AD ЧСА, П 4.2 
ыы UCA. 4.3. 
ГА) 40-04, 004,1" KAN AO UAN АҘ 
U ОСА, aN A ТАПА + [Añ ALLI + -- 
+ МАПА TiN An Z,| HAN aN A Cm- 
= la, A NA | H ANAN П А4,] 


апа Ж D ANANA 


іші ізі 


" U 4,40 ии. ] 


+ сом AN пл, |. 


Е = 14.1 一 > > lanti 
іші im] ігі 


.139» 


w .— 


НТ а анса адь 


+ 5) DANANA + 


іші ізі ігі 
+ СВ ППА, 
= 
又 14|1 一 太一 14 ,其 中 不 是 集 含 己 的 元 素 个 数 , 即 不 属于 4 的 
元 素 个 数 等 于 集合 的 全 体 去 插曲 于 4 的 元 素 的 个 数 。 一 般 有 有 
(АЛ A.D... A. = N— ааа, = М 


— УА + >` 50140431 


іші ісі 


-FJ 5 PAGNA + 


#=1 ігі А 
+ <->. АЕ ГОА]. (3-2-5) 
ПАЗА ЕДО ЕЕ (3-2-40Ж153-2-50Х06 4-25. 
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PL Ж apscydiceyf 六 个 宇 母 的 全 排列 中 不 人 允许 出 现 ace 
和 4} 图 象 的 排列 数 。 

Ж: # А, 为 асе 作为 一 个 元 素 出 现 的 排列 集 , 4, 为 df fE 
为 一 个 元 素 出 现 的 排列 集 ，A1 站 A; НАЕ Е асе.4) 的 排列 
Ж. 

14 == 41,1.4,| = 51,14, 114, = 31, 

和 祖 据 容 斥 原理 ,不 允许 出 现 ace 和 df 的 排列 数 为 

МП: = 61 — (51 + 41) + 31 = 582, 

#2 ЖМТ З] 500 КЕНЕ 3, 

& А, ЖЕ 500 的 整数 中 被 3 除 尽 的 数 的 集合 ,她 ЖІЗІ 
500 的 整数 中 被 5 除 尽 的 数 的 集合 。 
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被 3 或 5 除 尽 的 数 的 个 数 为 
[AUA = Al + А [А741 = 166 + 100 
— 33 = 233, 
813. RHH 2,2, с, 4 BIS SEAS НӘ в ВЕРЕ АН, a, b, с 
至 少 出 现 一 次 的 符号 串 的 数 日 。 
令 4,,4,,4, 分 别 为 # 位 符号 如 中 不 出 现 yt с ЕНУ 


ж. 
HT n {у ГЕ УЖ a,b,c, d 四 种 符号 中 的 一 
АЖЖ о [йу п {у E tB 007 3%, BD 
|4;| = 3"... i= 1,2,3, 
LAN A| = 2",i а р) = 1,2,3, 
4.04041 — 1, 
ab, с 至 少 出 现 一 次 的 # 位 符号 韦 集 合 即 为 ANEN A 
ANANA, — ИЛ (|4, + |] + JA, + AAN Al 
+ [407 A ALNAN A; = 4" 
—3j3- 3° + 3: 2: — 1, 
4. 求 不 超过 1 20 的 素数 个 数 . 
因 112 == 121, 故 不 超过 120 的 合 数 必然 是 2,3、5,7 的 倍数 ,而 
且 不 超过 120 的 合 数 的 因子 不 可 能 都 超过 11, 
ша 为 不 超过 120 的 数 i 的 倍数 集 ， i 2,3,5,7, 
Lai = [2°] oD A [Н] — +, 


А | І 
ша 


141 е 


0. 
па, = | 22] —з, 
3 
4141 ЕН 5» 
ТІРЕГЕН 
14N 4l = ЕН 3, 
алап ~ Е EE | =f 
lAN ANA] = FEFE EE 7 -|%! = 2, 
папа |05 FT e 


120 120 


12,1 ANANA = 120 — |4;|-- | Аз | 一 H44 一 1.4.) 
+ JANA 1404651 + jN Al + | А.Г A] 
+ 14041 + [460 4 — 14,0 AN Al 
— [401 AN Al ~ 140 AN Al 
-- ап 4,0 4,1 + 14.0 ANAN .4,| 
= 120 — (60 + 40 + 24 + 17) + (20 + 12 
+8 + 8 +5 43) — (4+2+1 + 1) = 27, 
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请 注意 , 27 这 个 数 并 非 就 是 不 超过 120 的 素数 个 数 ， 因 为 这 
里 排除 了 2,3,5,7 四 个 数 ， 又 包含 1 这 个 非 素数 。 2,3,5,7 АЗ 
В. ИРЖИ 120 的 素数 个 数 应 为 

27 + 4 — 1 = 30, 

5. J 26 个 英文 字母 作 不 多 许 重 复 的 全 排列 ， 要 求 排除 
дов .godgum vdepth thing 字样 的 出 更， 求 满足 这 些 条 件 的 排列 
数 。 在 所 有 的 排列 中 , 令 

4, 为 出 现 dog BADAK; 
4; 为 出 更 Bd 的 排列 的 全 体 ， 
As 为 出 现 um 的 排列 的 全 休 ， 

A, ЖЗ depth АЕНА; 

А, 为 出 现 thing 的 排列 的 全 体 ; 


HA dog 字样 的 排列 ， 相 当地 把 dog 作为 一 个 单元 参 切 排 
ЖЯ], 1411 241. 
类 似 地 有 l4] 一 | 一 2441, [AJ = 14 = 221, 
由 于 god、dog 不 可 能 在 一 个 排列 中 同时 出 现 , 故 
JAN A|. 0; 
类 似 的 理由 ， | А.Г Al = (), [AN А, = 0, 
由 于 gum 和 dog 可 以 在 dagaum ,字样 中 同时 出 现 , 故 
{АГ Al = 221, 
类 似 的 理由 god 和 depth 可 以 在 godepth 字样 中 同时 出 
Ж, [А.П Al = 201. 
god 和 thing 可 以 在 1611509 字样 中 同时 出 现 , 故 
АПА] = 201. 
JANA] = 0, JAAA] = [A Al == 201, 
А.П 231 = 191, 
| АПА, А») -- 9, JANAN A) 0, 
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— — —— — n . ——.. ... 
— нт полиции». > 


[ANAN 4,1 = 0, [ANAN Al = 0, 

14.040 A = 0, ANAN 4-0, 

14, 61 A = 0, 

IA, АП А;| = 0. 

由 于 god、depth .thing 不 可 以 同时 出 现 , 故 1 A. YA As] 一 0. 
ПАП 1 — 171, 

KRETI 个 尝 侣 的 交集 均 为 空 集 ， 不 一 一 列举 。 改 廊 求 的 满足 
要 求 的 排列 数 为 | 

261 — 3 x 241 — 2 X 221 + 2Z! + 4 X 201 + 19! 

— 171 = 26! — 3 x 241 — 221 + 4 X 201 + 191 
一 171， 

例 6。 求 完全 由 ”个 布尔 变量 确定 的 布尔 函数 的 个 数 . 

在 次 手 解决 这 个 问题 之 前 , 先 从 一 个 * 二 2 НАМАЗ, 
两 个 自 变量 х.х AA 2-4 К: 00,01,10,11, Æ 2' з= 16 
种 不 同 函 数 , 其 址 值 表 为 表 3-3-1, 

МЕН: fur) МИЯ 25-4 位 的 2 进 制 数 相 
对 应 。 不 过 其 中 有 的 可 能 与 某 一 变量 无 关 ; 比如 js 实际 上 是 x, 
ВОРА К, 55 x, EX; J, МАЯ <, 的 函数 ,与 x 无关。 如 fu 一 
Z, fu Ұр ІП fs lfs— 0 和 жул» 都 无 直接 关系 。 上 面 的 
讨论 可 以 推广 到 ТЕЖЕ, Я Caiza я.) HB 
д HHE Т РА 4, #=1,2,. 

由 于 * 个 布尔 变量 Хі» 1358 E 的 不 同 的 真 值 表 数目 与 2* 
位 2 进 制 数 数目 相同 , 故 为 2” 个 。 根据 容 斥 原理 满足 问题 要 求 
的 函数 数目 为 

HANAN ПА, | == 2° — С(я,1)2" "+ CCa, 2P 

Cn "А + ... + ССС, пу, 
n=2 得 |ANA -2%--С(2, 1)2 + С(2, 2)2 == 16 — 8 
+ 2 = 10, 


414. 


= ni 

С 5% 

< < 

р К 
m a х - Š м x М 
e = < < x < > > i Ыы > > 
м | A ç т > mjt 

< < Ë 

= н 

с; ы 
0 1 0 1 D т 0 1 8 1 
ше . = — _ 
9 Т т 0 0 1 0 1 т 0 
0 1 т I 1 т 0 i 0 0 а 
0 T T I I t 0 0 0 0 
"I a Yj ру 好 Ч 4j ч 


1-є-є Ж 
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. mie — тина жі 


Ri 


例 7， 欧 拉 函 数 
欧 拉 函数 (я) ERDF” НБ x 互 素 的 数 的 个 数 。 
若 4 分 解 成 素数 的 乘积 

п — ози, 


设 1 到 * 的 =* 个 数 中 为 р; 倍数 的 集合 为 41,1 1,2.--,4, 


[46 -m пірі -1,2,- Ч А 
АПА i 
РР: 


*=.... 


-,-( ыты... ыт -( + а. 
Р P P. РР: з 
+ + я )- п 
РЕ-1ЁР+ P.P: tP 


例如 a — 60 = 22 x 3 x< 5, HU 


9(60) == 60 (: — ЗЕ 一 1): _ +) 


-өхіх2х 4.16, 
27375 


BIHE 60 J B 35 60 ЖАН 1645:7,11,13,17,19,23, 


29,31,37,41,43,47,49,53,59, t AA 1, 


54 错 排 问题 


在 第 2 章 $9 利用 递 推 关 系 讨 论 过 错 排 司 题 ,在 这 一 节 利 用 容 


斥 原 理 可 以 轻而易举 地 得 出 同一 公式 . » 个 元 素 依 次 给 以 标号 1, 
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1,-,е, п Коа, RE TRETAS REN 
上 的 排列 数 . | 
к 4, 为 数 ; 在 第 ; 位 上 的 全 体 排 列 ,; 一 1,2,……z АЙ 
字 不 动 , 故 
А Св 1), #=®1,2,-,я 


АЕ 
|4044 a DI, р Laimi ті, 
每 个 元 素 都 不 在 原来 位 置 上 的 排列 数 为 
IANN .-- ПА, = я] — СС, Са — 131 
+ юе 一 АД К C(n,n)11 
-l р _ ...>+1 
"(1-і ГҮ» = . 
ФА 1. Ж1,2,3,-*-,9 анла дная ха 
都 不 在 原来 位 置 上 的 错 排 数目 。 | 


EREE 1,3,5,7,9 АННЕ АТИЯ, ka 0) 
51 — С(5,1)41 + С(5,2331- C(5,3)21 + С(5,4011 


I _1 L 1 1 
— С(5,5 — 20 (+ т) eo 
С(5,5) 24 120 


— 20 + 5 — 1 = 44, 
#2 在 8 个 字母 4,8,C,D,E,P,G,H 的 全 排列 中 ， 求 使 
А,С,В,С 四 个 字母 不 在 原来 位 置 上 的 错 排 数 和 月 。 
8 个 宇 母 的 全 排列 中 令 4,4, 8,4. 分 别 表 А,С,Е,С 在 
原来 位 置 上 的 排列 , 则 
| 也 站 过 门下 ma 一 8 一 CC41371! + C(4,2561 
— С(4,3)51 + С(4,4341 = 40320 一 20160 + 4320 
— 480 + 24 — 24024, 
#3. ЖЗ FOESRA,B,C,D,E,F,G,HBUSHEPIh А 4 + 


“ют 


元 素 不 在 原来 位 置 上 的 排列 数 。 
8 个 字母 中 只 有 4 个 不 在 原来 的 位 置 上 ， 其 你 4 个 字母 保 竺 
不 动 , 相 当 于 4 АТЕНЕ, АЖА 
— 1 loll 
“(1 н + 2! И +.) 
- — í L 1 
= 24(1 i 二 一 > 6 + — 24 
-“-12--4--1--0%, О 
故 8 АЗЕ ДЕЯ 4 个 不 在 原来 位 置 上 的 排列 数 应 为 
gm Bl .9 一 8 7 6 
С(8,4) + 9 4141 , 4-2 3 
-““7.6.5»3--210-3-- 630, 


$5 棋盘 多 项 式 与 有 限制 排列 
1. 有 限制 排列 


错 排 问题 就 是 一 种 有 限制 条 件 的 排列 ,下 面 的 - - 些 关 于 排列 
的 例子 也 是 有 限制 案件 的 。 这 一 节 里 将 介绍 一 种 所 谓 棋 盘 多 项 式 
的 办 法 , 它 是 求解 这 类 问题 的 一 种 方法 。 
例 4 个 x，3 个 у, 2 Каф, 求 不 出 现 ғал, 
yyy.zz 图 象 的 排列 数 ， 
?3 个 字母 的 全 排列 中 ， 所 有 出 现 sxxx 图 象 的 排列 记 为 As 
出 现 ууу 图 象 的 排列 记 为 如 ,出 更 sz 图 象 的 排列 记 为 АМ, 
ххх 作为 一 个 单元 田 现 进行 排列 ， 考 虑 到 重复 3 次 , z 重 
Ë 2 1,0 
А = - 1. 
И? 
Ау ЕН 14.1 = ТЕТЕ Al = гі. 


a 148 9 


ап = з, anal = тапа Я. 
LAN AN 24] = 31 | 


4 А<:,3 Л у,2 Ла И т. 


ANANA = agal 一 14 一 14i + ANA 
于 1 Al 十 LAN А, | — (ANAN A] 
一 + 3.) 

41312] \312] 442) 4131 


+(@+Я+#\—з, 
21 я 41 


2 ЖЖ S Дд; 

я 个 元 素 的 基 一 排列 可 以 看 作 是 个 棋子 在 # ХЕ 
пежо. м ттт 
的 某 一 稿子 时 ， 则 这 一 烙 子 所 在 的 
行 和 列 都 不 能 再 布 乍 何 模子 ， 例 如 
图 3-5-1 的 布局 是 第 工行 的 棋子 在 
第 4 列 ， 第 : 行 的 棋子 在 第 1 列 ， 
第 3 行 的 模 在 第 3 列 ， 第 4 行 的 
棋子 在 第 5 列 ， ЖУБАТ 
第 2 列 ， 故 图 3-5-1 的 布局 对 应 一 
排列 41352, 

棋盘 的 每 一 个 布局 每 行 每 列 有 W 3-5-1 
—FHRH#—+#+. 

可 以 把 棋盘 C Г SHT ЕХ, 

№ ,"(Сувла НЕТ С 的 不 同方 案 数 ,规则 是 当 
一 只 棋子 布 到 梧 盘 的 某 一 格 时 ， 则 这 个 格子 所 在 的 行 和 列 上 的 其 
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зз —.—.— - r. — a r r -- 


它 格子 再 不 允许 布 上 别 的 焰 子 。 


例如 对 于 棋盘 
一 个 模子 有 两 种 布局 方案 : 


ЧЕ 


但 不 存在 两 个 棋子 的 布局 , 故 


D-i л E- 2, «5-5 2, 
„(Б)- -+ 


为 了 形象 化 起 见 ， 括 号 〈《，) рав ОАА. 比如 
„() ~» яжажш H aan qa жа ші, 


(CH) 一! әжет Ч maramaapapan 


唯一 的 , 即 Г, satena 


RCC) = УЗ и, (3-5-1) 
t= 
称 之 为 棋盘 已 的 棋盘 多 项 式 。 
Ж Со WERA C 中 的 某 一 格子 所 在 的 行 和 现 被 排除 掉包 
后 :所 余 的 部 分 。 Со ЖАС ЫЕ таны. 例如 对 于 
вах 
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ЕЗІ 


с: 


ATHA ж BHRT, A Co Со 如 下 : 


=, e В 


ERA ЫЛЫК НН ЖЕЗ. 

显然 有 | 
r(e) = ri (Cuy) + rC). (3-5-2) 
就 某 一 格子 而 言 ,无 非 丙 种 可 能 ,一 是 对 该 格子 布下 了 棋子 ， 一 是 
Жана ЖЫЛ НЫН Я. 右 端 第 一 项 rt-xKCe)》 Ж 
示 对 某 格 下 了 一 个 模子 后 ， 简 下 的 一 1 个 棋子 布 到 Co 棋盘 上 
的 方案 数 . 

(Со) ЖЕТ ЖАЯ» ША PART ДЕ Со E 
Юн, ЕН: „(3-5-2 = bas F EY, 

根据 (3-5-2) 有 

RCC) = ЕСС) + (Со). (2-5-3) 
例如 
RCO) ~= 1+ z; 


(|4) «к YERD) = +01 +) = 1 523; 


R (%-) = RCO + RD = l+ x) T 1 + z 


= 1 + 2x + x? 
BAA C 是 由 互相 分 离 的 两 部 分 Ci、C: 组 成 , 这 里 所 说 的 
ci 和 С, 两 械 盘 互相 分 离 , 指 的 是 同行 或 同 列 中 没有 属于 C, 和 C, 


рева, ши, | 则 不 是 。 对 于 由 С, 和 с, 
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- ——— с Кете... 
rs - = 
5! —— +.  —— n 


ЁЛ ЖЭ B hyk S SR ЕН Нн C 有 
k 


бс) = Ў) (С), CC), 


т А 
RCO) = У (у) сос) 
-(> сд AE ссд), 
Е(С) = RCC JRCC). (3-5-4) 


利用 (3-5-4) 和 C3-5-3)， 可 以 把 一 个 比较 复杂 的 棋盘 逐步 分 
解 成 相对 比较 简单 的 棋盘 ,从 而 得 其 棋盘 多 项 式 ， 例 如 


R (-) = <R(T1) + н T |) = (+++ 25) 


= 1 + 3x + Z, 


&(=-)- == ›+ (О) «+ (++) 


(E5) - (89) (28) - +» 


+ (1 + irt Z) = + 3, 
| 一 一 -| 
*( = - zR (-E)+ ,(--)- sC + 3х + 27) 
+ (1 + 4x + о = 1 + 5x + б + x, 


(Ян Ду ЕД -өееее 


+ (1 + 5x + 62 + =) 
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= 1 + 6x + 10x` + Ах, 


3. ЖОНЕ 


图 3-5-2 有 影 线 的 格子 表示 是 禁区 ,对 于 排列 P= P, P PPa 
排列 的 第 一 个 元 素 Р, 不 能 取 3; 第 二 个 元 案 P, 不 能 取 1 和 43 
第 3 个 元 素 Р, КЕ 2 # 3; 第 4 эс Р, RER, 

ЖЕ: 有 禁区 的 排列 数 为 

| — rnn 一 Di + r (s 一 2)1 tetras (3-5-5) 
其 中 + ЖЕ, 个 模子 布置 到 禁区 部 分 的 方案 数 . 

ШЕҢ: 5 РР, -Р, 为 个 棋子 布 人 = xm 棋盘 所 得 到 的 
排列 ,其 中 P, ЖЕ СПО. 4 为 第 i 
个 棋子 故人 禁区 Р, 在 禁区 内 事件 ， 

一 个 棋子 落 人 禁区 方案 数 为 ro ATA л 一 工 个 棋子 为 无 限 
制 条 件 的 排列 ， 故 至 少 有 一 个 棋子 进 人 禁区 的 方案 数 为 mn 
一 1)1。 两 个 棋子 洲 人 禁区 的 方案 数 为 RA s — 2 个 棋子 为 
无限 制 条 件 的 排列 , 故 至 少 有 两 个 棋子 进 人 禁区 的 方案 数 为 rw 
—2){, ЕЕ. 

НЕЕ ЕН, п 个 棋子 无 一 落 人 禁区 的 方案 数 应 为 

AAN 4,1] =< n! — кул 一 1)! 
+ ram 2)!- Ery 
ш 

AL 有 G,L,W,Y MIAR, A,B,C,D 为 四 项 任 
$, ВСЕ B;L 不 能 从 事 В,С БӨЛЕДІ ЖЕНЕ 
C,D ТЕ; Y 不 能 从 事 任务 D， 若 要 求 每 人 从 事 各 自力 所 能 及 
的 一 项 工作 ,试问 有 多 少 种 不 同方 案 % 

每 一 种 分 配方 案 相 当 于 图 3-5-3 的 关于 A,B,C,D WAR 
区 的 排列 。 例 如 对 于 排列 срв, Нос Сы 
р, Мы B,Y 从 事 4 的 任务 安排 。 
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问题 相当 于 求 如 图 3-5-3 所 示 的 有 禁区 的 棋盘 ， 用 四 个 棋子 
进行 布局 的 方案 数 。 


m A G 
2 2 L 
1 2 w 
Y 
а 2 3 4 
Е 3-5-2 


3-5-3 ERRES TMAH 
1 + bz + 10= + 4°. 
RI 
r= 6, n= 10, r, = 4, 
所 求 的 方案 数 
| N = 4 — 6 X 3; + 10 х 2—4 
— 24 — 36 + 20 — 4 = 4, 
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я2 ” 错 排 问题 

设 图 3-5-4 Ех, МЕНЕ. Нл 
在 上 面 布局 。 

所 谓 错 排 问 题 ， 实 则 为 求 如 图 3-5~4 所 示 的 有 禁区 的 棋盘 的 
布局 方案 数 。 


R h. 


П 


= (1 + x)” + C(n,1)= 


+ Cn, 25 ++ С(л,п)х", 
пов С(п, 1), 
r, = С(п,2), 


...... 


ғ.с" CCnn), 


НЕЮ ЗЕ 
"| — Сіз, (а — 1) + С, 一 21 
— Сан), 


这 是 用 第 三 种 方法 导出 锚 排 公式 。 


i6 -Ж АХ 


这 一 节 把 窜 斥 原理 推广 到 一 般 的 场合 ， 先 举 一 例 如 下 ， 比 如 
$2 的 例 中 河 单 修一 门 数学 的 学 生 有 多 少 ? 只 修一 门 课程 的 学 生 又 
有 多 少 ? 只 修 两 门 课程 的 学 生 又 有 多 少 ? 

单 修一 门 数学 的 学 生 数 和 应 为 ІМПЕПСІ, 

修一 门 课程 的 学 生 数目 应 为 
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ИШЕНИЧИНЕН чтит лития re пе ЕНЕН 


|МПРПС| + |МПРПС! + |МПРПС|, 
当然 收 两 门 课 程 的 学 生 数 目 应 为 
ІМПРПСІ -ІМПЕІАСІ + МПРГС}, 
关于 性 质 A,A. 4, BJ N ло, & 
Ë, = 144, + КА + --- + РА, 
b= ТАПА + АП. A AN Als 
р. ТАПАП 4,15 
ТАЛАП ПА + АЛ ananta. АРН 
| +... ЛТА ЛА, ППА, ñ Aala 
g, = [4014014,0 ПА, + АПА, АПА, П 
ЛА, ТАА, ПА, 14,4. 0,1, 
gq, = ТАПАП ПА. 
显然 q, 表示 正好 具有 不 种 性 质 的 元 素 个 数 ， 下 面 的 公式 给 
出 计算 4, HAR: 
qe Pi СС t 1, Difin Y с а, ОРЫ 
— *-- Е С(я, т — ЖУР. 


k= 0,1,2,-°+*,п, | (3-6-1) 
在 图 3-6-1 h, В ЛП BRAN C ҖЕ АНТ Еж 
合 4 内 运用 容 斥 不 理 , 并 考虑 到 


ANB = AUB, ANCBUC) = САПВОЦСАП С), 
故 有 
АПСАП В) = ANCAUBY = (АПАУ)САПВУ-- (АПВ), 
АПАТ С) = AN (AUT = (ANDUN Су = ¿An G), 
(АПВУПСАП С) = АПВПС, 
不 难得 到 7 = 3 时 有 
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图 . 3-6-1 图 3-5-2 
][АПВПС = 4) — |АПВ| – |ANCI ]АПЕВПС|, 


IAA BAE] = |8| — 14081 — |ВГС| + |ЛГ\ВГ\С|, 
|[ЯГ\ВПС| = |С| — МПС] івпісі -|4ЙВПСІ, 
(3-6-2) 


{ДЕШН ЛГ B ri C Ж ЕЖЕ ВГ C Bj TS Tü B. 
(BNCINCAN Bn c) = (Bnc)yn G UENO)) 
= (4n(aBncy>udBancin(ane) 
= An ВПС, 
图 3-6-2 НЕО АПВПС, HE B 1 C 的 子 集 , 利 用 
容 斥 原理 可 得 
|ЯПВПС! = |ВПС| — |ANaNcl, 


|АЙВПСІ| = |АГС}— |АПВГС|, (3-6-3) 
|АПВПС| = |ЛПВ|—|АПВГС|, 
由 C3-6-2) 可 得 
|АПВПСІ--ІЛПЕПСІ + IA BN ce] 
= [4| — J4N B| — АПС! + |ANBNCI 
+ |B| — 14081 — BNC] -|АПВПСІ 


+ |C| мп [BACI + |Añ Br C| 
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с оно — u m aausVar  ' — 


= Al + [B| + 1Су—2(14П В| T+ “Пс 
+ |Bricly+3islananci. 
Rp @ = р — 2р, + Зр; (3-6-4) 
(3-6-4) 正 好 是 (3-6-1) 中 &— 1, m = 3 的 结果 (网 图 3-6- 
3)。 以 (43-6-3) 可 得 
a= АГ ВПС] +lanBnci+ |4П ВГС 
=iBncl +|anci+ |408} — sianBne! 
= py — ӛр, (3-6-5) 
(3-6-5 ЕН ДЕ(3-6-1уцп& k — 2, — 3 所 得 的 结果 。 
l4nBnenpi = lA] ~ Апа – |4ПС|—14П Р] 
+!anBnc|] + АПВПЬ! + |ancnp|i 
— АПВПСПЬ|, 
IA4N BNCNDI = |B] — 14081 — 18061 — BND} 
+ |anñnBneci +lanpBnpi+ IBncnp 
— i aAnancnpi, 
АПВПСПБ| = |C) — МПС! -— IBnci— ICNDI 
+ |лП ВГС! + |jancnpi + IBncnpi 
—IanBncnpi, 


I4NENCNDI = iD] — AND] — ENDI — IC р] 
+ IANBNDI + liancnp| БІВГСІІРІ 
— Añ Bncnpi. 
(3-6-6) 


|4АПВПСАВІ|-- |4081 — IANBNC| ~ An ENDI 

+ ]АГПВПСГРр|, 
[АП ВПСПЮ = |АЙС|- lanBnci— lancnpi 

+ |АПВПСПР|, 
lanBnenp| = 4ND] — 4N Впр! — lancnpi 

+ |JAñ B Y CODI, | (3-6-7) 
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图 3-6-3 


ТАПВПСПВІ «ІВПСІ- [МПВПС] — IBncnp| 
+ |ananenpi, 
|4ПВПСЕлрі = BND] — IAN BND| — |8 ПСПЬ| 
+ | МПВАСПЬ|, 
|ЯПВГСПЮ| = (спр ~ |А4ПСПЬ| — ВП СПР] 
+ МПВПСПЬ|. 
由 《3-6-6) 得 
JanBncnpi + ianaBncnpi + |#anšnenp| 
+АПВПЕП р] = 14] — lan B| — |4ПС| 
— МПО + lan B n c] + IANBND| + |АПСГ Р] 
一 “ПВПСПЬ| + |8|-- |4018|- ІВПСІ| 
— [ENDI + |АГВГС + lan Bn pi + [ВГ Cn DI 
— |ANBNCND|I + |С| —lanci — {ENCI 
一 人 | 站 六 | + jananeci + |anenpi + IpBrycnD| 
— |ANBNCNDI + D| — |АПр| — IBpBnDIi 
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ан —— — amara. di ee 


— |CAD| + IANEND| + |4ПСПЮ\| + 1BN CNDI 
— ANBNCNDI= CAl + |Bi+ |C| + |D|) 
— JANB] + JANC] + JAND] + |ВГС| 
+ISND] +ICADIH3IQANBACI + IAN BNDI 
+i|ancnpl + |8 ПСПЬ[} 一 41 АПВПСПЬ|. 
ЕП 
gq, = р, — 2p, F 3p — Ар. (3-6-8) 
《3-.6-8) 正 是 (3-6-1) 中 外 一 1, m= 4 的 结果 。 
同样 的 理由 从 (3-6-7) 可 得 | 
| АПВПСПВ| + |jansncnpi +lanBnCcnpDi 
+ |ЯПВПСПЬ| + АПВПСГЬ| + |АПВПСПЬ 
= ANB] | АПВПС|! 一 147 Впр + АПВПСП2Ц 
+ [АПС — ananci — Iancnpi 
+|anBncnpi + |АПЬ| — |АЯГ ВГ ЕЮ 
— |ANcCNDI+ IANBNCNDI + |Br1C] 
--|4П1В80с)|--|ВЛСГЬ)-- ansancnpi 
+ {BADI — | Ч4ПВПО| — IBrcnpi 
+ |&4nBncnp| + |cnpi—lancnpi 
— | ВПСПЬ| + |anBncnpi. 
5 p= IAN BNCND|I + | АПВПСПВ| 
+ 4N ENENDi + |ЯГПВП СП 
+|#anBnenpi + |jansBncnp| 
= АПВ (АПС + 40р + апе] 
к ІВПр + СП! —3(|a4n ВГС 
+ |AN BNDI + ANCAB; + Bncnpl) 
+6 АПВПСПЬ|. 
Яр 
4: = р, — Зр + бра. (3-6-9) 
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《3-6-9) 是 (3-6-1) 令 k == 2, n= 4 的 结果 。 
ЕШ ШЕНЕ(3-6-Г), 
ЕЯ: УМЫ. 
їй С.Ю 表示 0,2,5 ,ww} ВА ГЕМЕ As, 
N= 1 H RETES asa, Я ВВ, ЖӘНЕ д, 一 2,= 
= An = {ар ы m Aan 7 A, з= ф. ША т < в, 
Pi— Сбт,)). | ü 
根据 q, МЕХ ‚5 (3-6- НЕ 
fl, K т, 
Фа ы Қост, 
等 式 的 右 端 


.-4 
У) СС E ipi) Pan 
т--% 
一 > (—1)'С(5& + ikm А + 0) 


в-4 
_ > 《一 IC 和 CKP — 5,0) 


= 
— Conk) 并 (一 DICCm — kpi) 


1, -- 5, 
ак 


两 端 相 等 。 
RENT ke N — 1 等 式 (3-6~1) 成 立 , 刘 


1-й. 
q, = > (УСА БОР, 


| ЕТ 
对 于 м, НЮ вор, ИНДИ аулау Я 
ЖШ, тест. Л |= [Al + Lil = (Al tlp, 
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14.1 一 14.1 + 1, Anl = 14.1, 74“, 4. | = ЖАР RH. 
üN 有 第 1,2, т 种 性 质 。 显然 Pi = bP: + ССт,3). 
根据 定义 ,等 式 左 端 
, -{ т" k= т, 
Ы 
is & >< m. 
сер ей: 


ж-. с 
> (УСС + Бор 


=— 


img 
= — 


号 УУ (ICC + Юн 
# = 0 


.-4 
+ DCDC + i, Cm + гу 


img 
"t 
"+ 21 (—1)'C(m,k)G(m — 4,0) 


- +1, m = k 


4%» т 
等 式 成 立 。 и 


另 证 : 先 考察 在 指定 集合 4 内 的 容 斥 原 理 的 形式 ，。 
iañana,n-.- na,l 
= ТАПСА ЦА 00А) 
= !4[— |4ПСАДЦА0---00401 


á 
~ -jU сап a| 


: £ 
= l| + > (—1y У ЕП сала 
іші ЕС 9% Е 
(3-6-10) 
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根据 定义 ， 
ат г 5, (R 4) Q (Q Ж) 


其 中 表示 А + + САНОО ала 


я п — & 
(2) ( $ ), 
每 一 项 的 重复 度 为 

n n — & я +: 
的 £ yG) € £ )- 

FBAC ГУ. ЖЗ pn 的 定义 ,有 

= 

4 = 2) с (А) pes ш 

车 令 p. М, ANAN ПА, 3-6- уф ERK 
的 容 斥 原理 ， 

М: RFRA 12 位 教师 ， 已 知 教 数学 课 的 教师 有 8 位 , 教 物 
理 的 教师 有 5 位 ,教化 学 的 教师 有 5 位 ,其 中 有 5 位 弃 救 数学 又 教 
物理 ,有 4 位 兼 教 数学 和 化 学 ， 兼 教 物理 和 化 学 的 有 3 位 ;有 3 位 
教师 教 三 门 课 ， 试 坷 教 数 , 理 、 化 以 外 的 课 的 教师 有 几 位 ? 只 教 一 
门 课 的 教师 有 几 位 ? 正好 教 两 门 课 的 六 病 有 几 位 ? 

令 12 位 教师 中 凡 教 数学 的 教师 属于 集合 4, HARRI 
属于 4， 教化 学 的 教师 属于 4. 

ТА 8,161 6,141 5, 
Га П = 5 AN A = 4,12, Al = 3, 
ПАПА = 3. 
不 教 数学 .物理 和 化 学 的 教师 数 为 
АПАА, = 12 — Сл] + [| + 40) + САП] 
FIAN Al + JANA — ANAN А] 
æ 12 — (8 + 6 + 5) + (5 + 4 + 3) — 3 = 12 — 19 


7 
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+1—3=—=2, 

ж -6-4) 得 只 教 数 、 理 ,化 中 一 门 课 的 教师 数 自 为 

== (1411 + | + [431 ) 一 AAN A] + АП А, 

+ |40461) + АП А,Й 4,1 = (8 + 6 + 52 
— (5 + 4 + 3) + 3 X 3 = 4, 

ЫХз-6-5 уя] 48 ОК, ДЕН ВЕНЕ Ж 

Ф = p, — 3р,—= (JAM A| + AN Al + PAPAR) 

ПАПА, 一 5 十 4 十 3 一 9 一 3。 


‚ $7 Möbius 反 演 


每 一 个 大 于 1 的 整数 # 可 以 唯一 地 分 解 成 素数 宕 的 莱 积 ， 设 
n = рр pite 
其 papas. p. ЕКВ, а 221, і--1,2,4-,4. ЖЖМ 
1, HER s= l, 
pln) = Ü, ШИНЕ +, Earl, 
《一 t+， М a= 1, i= 1.2... K, 
例如 30 一 2.3.5,121 = 112, 
a (30) = (—1)# = —1, яр 一 0。 
= ЖЖ НЕ ЖЕШЕНД КОЗ. 
定理 L. 对 于 任意 正 整 数 n Н | 
_ 11. 如 果 n=l, 
> ^4) “ к (3-7-1) 
证 . п= 1, SHER. WR n> 1, 
设 n= pppoe -epitem = рр pa. СО») 为 11,2,» 
kY ÉS j G р 
Dad у] и = aG + > > (He) 


din =з гесе ҒЫ 
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Тее 
-а D(C Y= aso, " 
从 定理 1 可 推出 下 面 关于 欧 拉 函数 ФС) 的 一 个 公式 : 
00) = 5) ED, (3-7-2) 


如 果 n= 1, АЯ. 
ЖЖ я> 1, Ú s= pipi е РАК эы == pihit Pk 
п У) 0. 15 O | 


ия И o d. ' 
= zf 十 > (-аУ ез , (Д e) } 
-10 — +). 
= фп). 


EEZ (Mobius REGEM) 设 Ка) 和 Ka) 是 定义 在 正 
整数 集合 上 的 两 个 函数 ， 


jO = 5) eld) (M|) 
` = 
B ЗЕ ES Ж РЕЖ 
Ca) = Хи (2). (мә 
ЖК Кл) Ж gle) 的 Müobius Ж, e(a) Ж Қа) М Möbius Ш 
ЯР, 
ШИН: i (му ы. 有 
(54. >) ACAP 
ajg 


因为 а |7, ИШЛЕ mm。 使 得 ddym 一 从 而 а”. 将 上 式 
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RA (м) 的 右 端 ,有 
00 (5) Du) D ad 


alf " 
— > > z (Cayz(a,) 
“и alz 
一 > > Асаубай = > z(a У a (ay, 
41» 4 5 4] = с. 
根据 定理 1, 
У) в(а) = |" di» 
«|: 0, = >da 
因此 ， 
之 1639) 224 uld) = (п), 
BD (M) 成 立 . 


反之 , 设 〈M2) 成 立 。 有 
.(®)—- Erai G) Еа 
以 此 代 人 (M1) 的 右 端 ,得 
> ф- 3 :(1)-Х (ук 


4: Ча) 
TER ад) ко 
一 Зо» "(и - e а 


qila 
例 1 因为 Ф(я) = я > PD 一 Sl. G (号 ), 根 据 定理 
ша din 
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2 所 以 
s= УХ Ф(4) 一 > + (=). 


dla 

#12. AHER 

设 we"* "a, 是 一 沼 著 圆 周 排 列 的 序列 。 即 它 和 aaee 
акау ==, йаз, ana 填 做 是 相间 的 。 这 样 的 排 询 称 为 圆 排 询 ， 
为 了 加 疏 区 别 , 在 必要 时 把 原先 的 排列 称 为 线 排列 .一 个 圆 排 列 在 
п 个 位 置 断 开 形 成 的 = 个 线 排列 在 元 素 可 重 揽 的 情况 下 ， 未 必 都 
不 相同 。 例 如 ，dis 时 由 不 重 的 аза, ЖЖ т/і 次 构成 的 
н 

(ама; ran) are ar) "Cas 62) 
sjd 组 

只 能 形成 2 个 不 同 的 线 排列 ， 如 果 一 个 加 排列 可 由 -个 长 度 为 
的 线 排 列 重 复 若 二 次 形成 ， 则 这 样 的 中 最 小 者 称 为 该 圆 排列 的 
ЖЕ. ТЕНТ СЕН яна 
的 次 数 计 ) 称 为 它 的 长 度 ， 

设 由 集合 {1,2,*……,m} 中 元 素 形成 的 长 度 与 周期 都 是 4 的 
РАНЕНЫ КЖ M(4) ,n ЖАЗ ЛЕЙ. 

如 果 din， 每 个 长 诬 与 局 期 都 是 4 的 区 排列 可 在 4 个 位 置 上 
УТ, ЕЯ n/d 次 形成 4 个 长 度 为 的 可 重 排列 。 因 此 有 

с D IMU) = т", (3-7-3) 
dis 


根据 定理 2, 
»М(я) = Унут, (3-7-4) 


м = 1 X (дут, 


设 长 度 为 = PSEIHESI S ТС, HI 
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Т(а) = S М(4), 


#\з 


звяла 


СЕТ. 


ңан ла ЕНЕ ЕЖЕН, mA AM 
做 抽 屋 原理 , 即 “ 若 有 # AATE, 十 1 只 重子 ， 则 至 少 有 一 个 
вне”. 

但 从 这 样 一 个 故 来 是 显而易见 的 原理 出 发 ， 可 以 导出 许多 组 
合 数学 中 的 并 不 那么 显而易见 的 有 趣 结 论 . 下 面 先 举 几 个 例子 , 通 
过 例子 说 钥 利 用 准 巢 原理 的 一 般 步 螂 ， 从 不 同 的 灵活 性 中 总 结 出 
带 规律 性 的 东西 来 。 

#1. — 365 天 , 今 有 366 个 人 , 则 其 中 至 少 有 两 个 人 生日 
Ж. 

8 2. MERA 10 双手 套 ,从 中 取 11 只 出 来 ,其 中 至 少 有 两 
只 是 完整 配对 的 

913. 某 次 会 议 有 # 位 代表 参加 ,每 一 位 代表 至 少 认 识 其 余 
п — 1 位 中 的 一 位 , 则 = 位 代表 中 ,至 少 有 两 位 认识 的 人 数 相等 。 

в 位 导 表 认识 的 人 数 有 1,2, 一 1, RESER AE 
少 有 2 人 认识 的 入 数 相等 . 

014. MIR 2» 的 正 整 数 中 任 取 # 十 1 个 , 则 这 s + 1 个 
数 中 至 少 有 一 对 数 , 其 中 一 个 数 是 另 一 个 数 的 倍数 ， 

证 ， 设 所 取 я +1 个 数 是 

aisis sn tle 

对 asas. oa, ü, Ë 序列 中 的 每 一 个 数 去 掉 一 切 2 的 因子 ， 
直至 剩 下 一 个 青 数 为 止 。 例如 58 = 2 x 34 = 2: x 17, Б{Н2 #0 
因子 2, WTE 17. ЕНЕ ЖОН ДИНЛЕ 
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Ром (R) 
13] 29 RRA s 个 奇数 , ЕЯ СЕ) 中 至 少 有 两 个 是 相同 的 . 
设 为 r= r 一 +。 对 应 的 有 
врт 2r, a= 2%», 
车 а; aj, Ша; 是 а, 的 倍数 . 
例 5. 设 distr tola 是 正 整 数 的 序列 ， 则 至 少 存 在 整 煞 下 
А: m, 使 得 各 
ay t акы + + ар 
Жж», 
证 : 构造 一 序列 s> ае, s = a, Та, ча Ро а, 
455; Sa = a, + а А + а. № 
和 (3-8-1) 
有 两 种 可 能 : 
(a) ИН-Т a 是 闫 的 倍数 , 则 定理 已 得 证 . 
СБ) 设 序列 43-8-1) 中 设 有 任何 一 个 元 素 是 基 的 倍数 。 
令 £ = r, modm, 
= 1,2. ° is, 
假定 (3-8- 直 中 所 有 的 项 部 非 澡 的 倍数 , 故 其 中 fry、 ra 
无 一 为 0, 而且 所 有 的 r, Raj F т, НЫ п 1 的 正 整 数 只 
有 m — 1 个 ， ж нА, 其 中 至 少 存 在 一 对 .了 满足 
r га. BR s 和 з, 满足 | 
РА = s modm, 
ЕЛЕ A > k. 1 
== a Ta, + сс оа, Тан TF -- 4, 
—\ = a Ра Ф +в, 


тысы a, T+ - ° + a, = 0 mod т 
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#16. № а.,а,,а, = fE SU Ek. bhb, № aaa, 的 
{Е ЕЭ], Ду а, — bi, a, — В, ay — bs 中 至 少 有 一 个 是 偶数 。 

Ш. RENERE a ,62,83 ЕЖКШЕФРНЫТЖ,ЖІНІ Ж 
奇数 ,或 同 是 偶数 ， 不 站 设 这 两 个 数 是 а, 和 a:， 而 且 是 奇数 . 则 
аза,а, НЕ НЕТ. НН bpb 中 至 少 
有 一 个 是 奇数 ， 而 且 和 asa, ВИТ. РАБО 
FEARG a 一 bon — b; 中 至 少 有 一 个 是 候 数 。 若 aoa, 两 
个 数 同 是 偶数 ,结果 也 是 对 的 , 因 侦 数 与 偶数 之 差 仍 然 是 偶数 。 

PAT, Ek ,eyem 是 由 1 和 :2 组 成 的 序列 , 包 知 从 其 中 
任意 一 个 数 开始 的 硕 序 10 个 数 的 和 不 超过 16, 即 对 于 1591, 
EA 


a, + am te Рав < 16, 
则 至 少 存在 上 和 k,k > h, WA 
а 十 GT 9 
作 序 列 s, = а, = @ T distas "= a, + a; + n.. + Яу. 
由 于 每 个 а, ВЕКЕ, М 
£, < s, < = = < < т, (3-8-2) 
而 且 
йв =” (Ca, + a, + +++ 十 ao) 十 Can + в: +++ + аз) 
+- + (as + os + а). 
ШОБ Н 
£ = 10 x 16 = 160, 
作 序 列 
5555 T+ 39,s, + 39,-..-,s F 39, (3-8-3) 
共 200 项 
量 大 的 项 sw 39 < 160 + 39 — 199, ЕЯКЗ-8-3) 200 
项 ,为 从 1 到 199 КОЖ, Мер, Др ЛУД Di. 
HT 53-88-2057, 
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жу 39 < zr, + 39 < +, + 39 — +++ s, + 39, 
故 存在 a, 满足 关系 | 
sem 5, t 39, 
即 只 能 是 (3-8-3) 的 前 100 项 中 的 某 se, ЖІ 10074 Ж з, + 39 
相等 . 
Па = 39, 


ЕП 
баасы a,,, T --- + a, = 39, 


жілігі ім 


тоты сат, ЕЛЕ, ОН m + в, з tma 
да" ТЯ, W|: ТЕХН m KATE 
ЖТЕНЕУН m RAFT e Ш АБР m, НИ 
子 , 至 少 其 中 之 一 必然 成 立 ， | 

ВЫ — Ну S (BE ЖЕНЕ Pl] m, 一 m; == --- = m, 
=2 БЕН, m, + m, + --. + m, — n + 1 = s + 1. 

METR BIS 4 05 Р-Р m RA -TARD 
ӨТЕЛУ m FU, Ж БНАУ TSK т. Я ШЕ 
总 数 不 超 过 

(т,— 1) + (m, — 1) + +: - + (m, — 1) 
= m сы s, E с: E т, — n, 
БЕЛЕС m 十 m, +- + mi, — n + 1 78. 
推论 "пт, TATH, MUSE pa твужанж 


少 于 тш +1 RBF. 
MERR BERSA |Z] дат, «антет 


т— | 


кё » | 


| <т-і, SBRT. 
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推论 2， 若 取 a(m— 1 +1 个 球 放 进 #* 个 盒子 ， 则 至 少 
# 1 + £S TS m М. 

这 推论 是 当 mi = m, = -** = m, = m НЕ ЕЙ Or, 

推论 3; Ж momo m, En TER% ,而 且 

m + m, + 
# ñ 
ШІ masma m, 中 至 少 有 1 个 数 不 小 于 r. 

例 1. 设 А-а, та, 是 有 由 10 个 0 和 10 个 1 组 成 的 某 一 
20 位 2 进 制 数 ; В == 5,b,- bw 是 任意 的 20 位 2 ЖИИ. 现 把 
A.B 分 别 记 人 图 3-8-1 йу (4), (В) 两 个 20 个 格子 ， 分 别 得 
CACB) 两 种 图 象 ， 并 把 两 个 8 联接 得 40 位 的 2 进 制 数 С- 
Бб tón Буу bns ЕШШ Ж 5 сс). 


+в > r — 1, 


B В 
| 20% 2# 
А eU 


F 11938 


图 3-8-1 


”存在 某 一 配合 可 以 使 得 图 象 《C>》 F CHH2ERBU 20 格 正好 和 图 
# (A) 的 20 格 中 至 少 10 位 的 对 应 数字 相同 ， 

例如 图 3-8-1 (Лу 的 第 1 格 对 应 于 CC) 中 的 第 i м. 令 
i 一 1 ,2 ;20。， 在 这 个 过 程 中 图 象 《B) 中 每 一 格 和 (4) 的 每 
一 格 比较 相同 了 10 次. 相同 的 数字 数目 之 和 应 是 20 x 10=200, 


平均 每 次 有 相同 数字 的 格 数 应 是 шы = 10, 
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ЕН, А К, ЕНОТ 10, 
定理 : 若 序 列 | | 
, ` 1 7" 6241 ($) 
的 Atl 个 元 素 是 不 相等 的 实数 , 则 从 《5)》 申 至 少 可 选 出 一 组 
НЯ 十 1 个 元 素 组 成 的 或 为 章 调 增 庶 为 单调 减 的 子 序 列 . 
在 证 明定 型 以 前 , 先 举 一 全 例子 以 说 明定 理 的 意思 ,使 之 有 感 
捧 的 知识 ,再 证 明 就 不 阴 难 了 ， 对 于 序列 
5,3,16,10,15,14,9,11,6,7, 
Аңғар yt НЕО Wi FPF д 
{5,16} {53,10,15}; {3,9311}; {3,6,7} 5, 
рЫ н МЕРЕ. 1 
{5,3};{16,10,9,6,}3116,15,14,11,7}$ е. 
证 1: | 
从 序列 《3) 中 的 每 一 个 元 案 s， 启 后 可 选 出 若干 个 单调 增 
子 序 列 ， 其 中 有 一 个 元 素 最 多 的 单调 增 子 序列 ， 议 其 元 素 个 数 为 
l im 1.2... НТ, 于 是 得 一 序列 
ҺА, ТТЕ CL) 
DERA СЕ) НЕТ b кн 十 1， 则 已 符合 定理 要 求 . 
如 车 不 热 , 设 不 存在 元 素 个 数 超过 a 的 单调 增 子 序 列 , 即 
я, 1.2... . n + 1, 
这 相当 于 把 # 十 1 ЫИ» 个 盒子 里 。 HT m= n + 1, 
т— й--1--1 
Есен +1— [一 一 二 | 十 1 一 3 十 1 
根据 况 党 原理 存在 十 1 全 中， ЖІ1,0-<1<л, 
E h. А е ті, 不 失 一 般 性 ， 不 外 设 k,< А, 
<... 出 于 所 有 a, 基 不 同 实数 ЛАО алза, 55 
аз, 必然 满足 
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б, > ax, > "5 dtp CA) 
ЕЖА, Ж k < h, f а < ок, MIETEK в, WAM 
а, 开始 的 长 度 为 了 的 单调 增 序列 的 前 面 ， 构 成 从 а, 开始 的 长 
度 为 1 十 1 的 单调 增 序列 , 这 和 /是 в, 的 最 长 增 序列 的 假设 矛 
Е. 
但 序列 (A) 本身 是 一 单调 三 子 序 列 。 这 就 证 明了 车 不 存在 
я + 1 个 元 素 的 单 谓 增 子 序列 ， 便 存在 一 有 #* 十 1 个 元 素 的 单调 
RTEA (А). ЕН КЗ, ОКЖ ТЫР + 1 的 
单调 碱 子 序列 ， 则 必然 存在 一 元 素 个 数 为 十 工 的 单调 增 子 序 
Я}. = 
证 2: ЖР (5) 中 每 一 个 元 素 а, 对 应 有 — Ж Б Сі, 
mli 是 从 a; 开始 向 后 选 出 的 单调 增 子 序列 中 元 素 个 数 最 多 的 
子 序 列 长 度 ，m， 为 从 а, 开始 向 拓 选 出 的 单调 减 子 序列 中 元 素 个 
数 最 多 的 子 序 列 长 度 . РЕЖИМ РАЯ (5) 有 
Ст) Ст) Class тз)» CA) 


其 中 
1&[/;<п,1 = m жшт, 12 (8B,) 

满足 条 件 СВ) 的 数 偶 最 多 只 有 = НЯНЯ, A) 中 
ЗА ИВ С, т), Ст) 完全 相同 ， 
Бр Ст) = (фот, В L = Вт; 一 т), 

由 于 序列 (O 的 元 素 为 未 相等 的 实数 ， 不 妨 设 í< j Ж 
о, < аз КЕЗЕН L > h, 和 k= h ЖР. Ж а; > а), 则 
m > mi, Ñ m; = m; ЯР. п 

Я. №13] 67 ЕЛЕЕЗІТЕ Ы 4 部 分 ,其 中 必 有 一 部 分 至 
РН ПУЖ N TG 38226. 

设 从 12367 的 整数 任意 分 成 4 部 分 分 别 为 РРР Ж 
这 4 部 分 中 无 一 具有 问题 所 指 的 性 质 ， 即 其 中 至 少 有 一 个 元 素 
是 其 中 两 个 元 素 之 荆 ,结果 导出 矛盾 ,从 而 证 明了 问题 的 结论 是 还 
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确 的 。 
ФА 13167 的 整数 中 至 少 有 


Бон к1-а1› 


ARRET р, НХ 17 个 元 素 为 
4, < a, =< + * * ТА 

Ф A= {аас ар}, паара ажан 

EZ , 则 满足 向 题 的 要 求 。 否 则 念 
b, = a, — ms; = аа 一 bo а» — йу, 

£ B= {bbnr abs] 显然 ТБ, < 67, Швфулжіз 
ЖЕМІ 21] 67 НЖЖ. НЫЕ Biyb2y" "bis 中 无 一 属于 Р, 
宪 则 与 假定 4 中 不 存在 一 元 天 等 于 某 二 元 案 之 差 相 矛 导 ， 所 以 8 
的 元 素 属 于 fop 或 Pa. 

DUDHE, ВЕРЕ Р Р. 


Б 
3 


АЛЯ c, < z, < c < e, < с, < c, 4 Ç = {сү,сү,базз Сө» 
¿ec k. REEE CRRA- ЖКЖ, 9 0 
d, = cı — cr d, = cs — Гізб) w Сару = бубу, ds = С—С: 
D -<14,4,,4,,4,.4.)» 所 有 的 di < 67,1 = 1,2,3,4,5, Ж 
在 整数 i,m 使 得 
dy — cra om бар— a) — (a, — а) = aí — 6. 
#& DIUS KT 名， 同时 也 不 局 于 р, HEET 2,2%. 
ORLAR, DH 了 个 元 素 只 能 属于 рор. KREATA 
理 ,至 少 存在 


maa 


个 元 素 设 属于 Р.Х h < Ё = f < 67, 5 F = {ЕВ}. ж 
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据 假 定 王 中 不 存在 一 元 素 为 基 二 元 素 之 莽 , 令 
g == ÍL — h, = р, G = {683}. 
显然 G 的 元 素 不 属于 po ША 1а < z, < 67, ЕВА 
G RR 
gi = (ç, — e) — (z, — c) = e, — e, (а а) 
一 (an — a) = a, Ans 
i= 1,2, 
这 就 证 明 z 和 z 既 不 属于 p,， 也 不 属于 各 。G 的 元 素 不 属于 
Рр 和 Р СЙ SS A Р. 
GIH BHEE £ < 2 一 2, + 
h = g, — gis 
ИИА ЖЕ pol <A < 67, ETNEN A BREF рр?» ED 
存在 一 整数 1&й< 67, 不 属于 Р.Р 中 任何 一 个 ， 这 . 
1313] 67 闻 的 整数 任意 分 成 四 个 部 分 的 假设 神 矛 盾 。 m 
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1. Ramsey 问题 
Ramsey 问题 的 所 法 是 这 样 的 : 六 个 人 中 至 少 存 在 三 个 人 或 
в, ЕЛ 四 Pa 
Pr ЕД Yr ” 
ч va 
图 3-9-1 3-9-1 
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是 互相 认识 ， 或 是 互相 不 认识 。 А,В,С,р,Е,Р 六 个 人 分 别 用 
六 个 顶点 wetyesyesysssay 表示 。 过 此 六 个 项 点 作 完全 图 , 见 图 
3-9-1。 互 相 认识 的 二 人 ,对 应 顶点 的 连 线 着 红色 ， 比 如 4 与 8 互 
ПАЛІЯ, Д) (о, ово) 边 着 红色 。 不 相 认 识 二 人 对 应 项 点 联 线 着 昔 
а. | 

Ramsey 问题 等 价 于 证 明 这 六 个 顶点 的 完全 图 的 边 ,用 红 、 蓝 
二 色 任 意 着 色 ,必然 至 少 存在 一 红色 边 三 角形 ,或 蓝 色 边 三 角形 

z。 点 和 其 他 五 个 顶点 相连 有 五 条 边 , 每 条 边 或 着 以 红色 ， 或 


TURG. ЖЕНЫ Н Н ЕР | + 1 == 3 ЖИЫ 


е, ЖЇН ЛИ, ЕО Я Я 0и, 
ruipr。 这 三 端点 间 的 联 线 或 同色 或 不 同色 。 若 是 前 者 , 则 已 存在 
一 同色 三 角形 ,或 是 红色 或 是 蓝 色 , 均 满 足 Ramsey 问题 的 结论 ， 
Жел. КЕ ЕР REL, iR бью), ШШ 
veVivm 构 威 一 红色 边 三 和 角形。Ramsey 问题 证 毕 ， 

上 面具 不 过 市 用 图 的 形象 和 而且 直观 的 特点 。 对 Ramsey 问题 
还 可 以 论证 如 下 : 

对 于 4 以 处 的 人 可 分 为 Friend 和 Strange М/Ф. 

Friend = 其 余 5 人 中 与 4 互相 认识 的 集合 ; 

Strange 一 其 余 5 作 中 与 4 豆 相 不 识 的 集合 ， 

依据 玲子 集 原 理 ，Friend 和 Strange 中 有 -一 个 集合 至 少 
有 3 个 人 ,不 妨 很 设 是 集合 Friend, 

Friend 中 三 人 P,Q, R 若是 彼此 互相 不 识 , 则 间 题 已 得 证 明 ， 
否则 有 两 个 人 互相 认识 ,不妨 设 这 两 个 人 是 Р,0, MJ Я,Р,О = 
人 彼此 认识 。 

ЖЕЖА Strange 至 少 有 三 个 人 ， 可 以 同样 讨论 如 下 ; Ж 
Strange 有 三 人 Ё,М,М 彼此 互相 认识 。 则 问题 的 条 件 已 得 到 请 
ы. БМ L,M 互 不 相识 , 则 4,1.,М 互 不 相识 。 
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现在 把 推理 过 程 形象 地 表示 如 下 。 


ІЕсієад | 2239? 
> Ne 
Friend 有 三 Strange ЖТ 
人 人 互 不 相识 ? АЕ? 

*“ <“ x Na 
Friend 有 Friend # Strange М Strange Ж 
Р.О ZA ШАЖЖ 三 人 互相 认 L.M Z+ 
全 iR. R. e 

А.Р. Е ALME 
HAR. FAR. 
2. 若干 推论 


(а) КАТАА АУЕ ИЕ НЕТ Е е, 
少 有 两 个 同色 的 三 角形 ， 1 

六 个 顶点 令 之 为 тии, ТАНЯ 
红 , 蓝 二 色 进 行善 色 , 至 少 有 一 个 同色 三 角形 , 设 vr, ЕД 
的 三 角形 。 

ез АЗ В Н, e, 引出 的 五 条 边 „р, р, н pa yD D 9,71 
фера = ЯН, vart, ЕЛЕНЕ. 

先 讨 论 与 wv。 关联 的 边 中 有 三 条 是 蓝 色 边 的 情况 。 这 三 条 蓝 
色 边 内 能 是 ии ее, 

这 时 , 若 00000000) 中 有 一 条 是 蓝 色 边 , 则 将 出 更 男 一 个 
同色 ( 蓝 色 ) 三 角形 ,或 Pepe 或 9,0.0)) 或 ори. 

ЗА] 2,0 ыы 都 是 红色 边 ， 则 也 出 现 另 一 个 红色 边 三 
角形 vape 《图 3-9-3), 

MEM о, 出 发 的 过 中 至 少 有 三 条 边 是 红色 边 。 由 于 ғ.ғ. 
о.о. СЕС 30, WERT] 9.0 ығы 中 至 少 有 一 条 是 红 
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ж > “зат 
е; = и a 
E ЕТА 
s 
oy “ 
ІК 2-9-3 ШІ 5-9-4 
в 9, 
Va 
ked 
ж 
„ . 
Пп э 


39-5 Ш 3-9-6 
EM. ЖЗНЕ vv 是 红色 边 , 只 要 ор, 或 v e, 是 红色 边 , 则 1 
出 现 男 一 个 同色 的 (红色 ) 三 角形 vaai 或 vvwa (图 3-9-4), 

在 过 о, ADER 9,9,,9,9.,9,0, 部 是 红色 边 的 前 提 下 ， 
EM о, НЕЙ) ғи, Же, 都 是 蓝 色 边 , 则 余下 的 三 条 边 ra 
ЖТА ЕКІЛІ ET. 

ЯН бери) 是 红色 边 , 即 过 o, 至 少 有 三 条 红色 边 . 可 
MRE аут. 中 至 少 有 一 条 是 红色 边 ， 则 三 角形 vari 
或 veo Жошы 中 至 少 有 一 个 是 红色 过 三 角形 。 如 若 不 然 ， 
жы, s.n p. НЕВЕ, М эро 是 蓝 色 边 三 角形 . 

Ж wz НЯ РН ЕЯ В, Ді о,2), шш, 1 
至 少 有 一 条 边 是 蓝 色 边 ,例如 ç e PEED, АНЕ ое, 中 
有 一 条 善 以 蓝 色 ， 便 得 另 一 个 蓝 色 边 三 角形 ы КЫР 或 ғи, 
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оо a — m w - —— ДА ети re ты 


| 


жын 
BAR е Ж 


Бағаға УН Tata" я 
Mata SS  ШЕЗЕ 
Шаа! асаба sf tat aa 
非 | w 
[укн ar 
lata a'a те 
ағаға RJ ta'a а?а Чара 


Е 


і-6- Ш 


ж ж ELE 
KEYEN НЕФШ Шен ЗВ 


fatata iP aaa latapa ү lastata ЖҰғада datata "езді 


Иа RGAE |” 
ПАРУ 中 Газа Sista = iH 


T— Bh "a іс ra 


“4 "ел" а ЫЫ "atg 


w| 
төз | 


изв (=. ата 


tH tafa “ata Б елен 


; 


ПӘТЕР *a Y 
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如 果 vps 和 о, 无 一 是 蓝 色 边 ,都 是 红色 过 ,已 知 ғы, Ж 
TEH № see, Е ТЕН. 

证 有明 的 方 靶 实际 上 是 采取 对 各 种 情况 进行 全 面 的 搜索 。 现 把 
搜索 过 程 用 判决 树 形式 表示 于 图 3-9-7, 其 中 елор, 假定 是 红色 
Ш НС 3-9-8), 

(5) 10 人 中 车 不 是 有 3 人 五 不 相识 , 则 必 有 4 人 互相 认识 ,类 
似 的 道理 ,10 人 中 若 不 是 有 3 人 互相 认识 , ША ЖАНА, 

ШЕҢ; 10 入 中 有 一 4 余下 的 9 人 中 分 为 与 4 互相 认识 的 集 
Å Friend， 及 与 4 互 不 相识 的 集合 Strange, 

现在 推 轨 过 程 用 树 的 形式 表示 如 下 ， 

[Strange 2247 
< N> 


(Friend|=5 Strange 集合 中 
4 人 互相 认识 ? 


a Ne 


ĮFriead| 中 有 Strange 中 有 四 至 少 有 2 信人 PF 
š ЛЕЖА? ATIRAR. Н.А „Р.О 
互 不 相识 ， 


+ 是 


IFriend| 中 有 三 fFriendl 中 f маня» 
大 互 不 相识 。 则 4,1,Ч,М AEAU 


Сс) 其 实 上 面 问题 的 结论 只 要 有 9 个 人 就 够 了 。 问 题 相 涛 
于 ?个 顶点 的 完全 图 用 红 \ 蓝 二 色 任 意 著 色 ,必然 是 红色 过 三 角形 
和 蓝 色 过 的 完全 四 地 形 丽 者 必 有 其 一 。 类 似 有 红 印 边 完 全 四 边 形 
和 蓝 色 边 三 角形 两 者 必 有 其 一 。 

iE: 设 "个 顶点 为 ж,б, op。 对 ?9 个 揣 点 的 完全 图 的 
边 用 红 蓝 两 色 任意 着 色 ， 其 结果 必 不 可 能 所 有 的 顶点 与 之 关联 的 
边 中 都 正好 有 3 条 边 着 以 红色 或 着 以 蓝 色 ,这 是 因为 如 若 不 然 , 每 
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个 顶点 正好 有 3 条 边 着 以 红颜 色 ( 或 蓝 颜 色 )，3 x 9 一 27 ЖЕТЕ 
数 , 这 是 不 可 能 的 。 因 为 每 条 红色 的 边 都 在 两 端点 各 计算 一 次 ,所 
得 的 结果 应 是 偶数 。 这 就 证 明了 ，9? 个 顶点 中 至 少 存在 一 个 顶点 
设 为 vo 该 点 的 3 条 边 中 着 以 红色 的 这 数 多 于 3 或 少 于 3。 分 别 
讨论 如 下 。 


h - 


图 3-9-9 图 3-9-10 
ФМ өліні 8 条 边 中 ,着 以 红色 的 边 数 和 多 于 3 ， 至 少 
有 4 条 , 设 为 0105, 00а, Бұ, t hh, 
只 要 „ыыы ШЕЛ 13ГА, 设 和 жы 
鱼 边 , 则 ән», 为 红色 边 的 三 角形 ,其 中 ізі, ЖАП wz, 是 
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ВЕНЕРА 3-9-9), 

OAM б яз В ТВ Арт 3 ,最 多 不 
超过 2, 则 s, 的 蓝 色 过 至 少 有 6 Ж.1820 раз, б, Ф0, р, уру, 
сыз 由 01.0.0360, 05,06 点 梅 成 的 完全 图 必 有 二 个 同色 的 三 
ЕЖ. 若 一 个 周 色 三 区 形 是 红色 边 三 角形 , 则 满足 问题 的 结论 . 如 
若是 蓝 色 人 边 的 三 角形 71010, А ғаз, Те W @ ӘНЕ ДН 
Ж ULE 3-9-10). 

Ж КАЕНА “гы, EA ARa 
分 。 

9 个 点 再 也 不 能 减少 了 ， 员 要 举 一 个 8 个 点 的 完全 国 的 一 种 
着 色 方 案 不 满足 上 面 结论 就 可 以 了 。 

(4) 18 入 中 至 少 有 4 个 人 或 互相 认识 或 互相 不 认识 。 

这 问题 相当 于 对 18 个 顶点 的 完 爹 图 的 边 用 红 、 蓝 二 各 任意 着 
色 ， 则 译 少 存在 一 个 同色 完全 四 过 形 . 

18 个 顶点 分 别 为 ,wp 一" vm， 从 es 引出 的 17 条 边 至 
少 有 3 条 是 同色 ， 不 沪 假 定 是 红色 。 хои MARSA 
点 构成 的 9 个 顶点 的 完全 图 中 至 少 出 现 一 红色 边 三 角形 ,或 一 蓝 
色 边 的 完全 四 按 形 。 如 果 是 存在 一 红色 三 角形 ， 设 为 sina. M 
гнет, 构成 一 四 个 顶点 的 红色 边 的 完全 图 。 车 是 存在 蓝 色 边 完 
全 四 边 形 图 , 则 满足 问题 的 结论 。 


810 Ramsey Ж 


从 上 一 节 讨 论 中 提出 一 般 的 问题 : — о 和 上 对 应 有 一 
个 常数 r, Er 个 人 中 或 有 # 个 互相 认识 ,或 有 5 个 互 不 相识 . 
这 个 r 的 最 小 值 用 re,5) ЖЖ, ЖАНЫС (а,в) 个 顶点 的 
Е НТ, а а, ар в а (у 
Pu Bd, RFE b А-ТИ КАЛЫК САГ) нЕ, 两 者 必 居 其 
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一 。 比 如 
r(3,3) = 6, r(3,4) = 9, r(4,4) = 18, 


1. Ramsey Ж 


Жш. ғ(а,5) = r(b,a); r(a,2) = a, 

HBA: ARARA RKR. РГ НЕН АТ, 

Ж 2 个 等 式 说 明 a 个 顶点 的 完全 图 的 边 用 红 、 蓝 两 色 任 者 着 
色 ,或 存在 一 红 ( 蓝 ) 色 地 a 个 顶点 的 完全 图 ,或 存在 一 条 《 红 ) 蓝 色 
м. Ш 

ЖИ, жар 2>2 W, 

а, < r(a — 1,55 + r(a,b — L), 

证 : 在 z(a — 1,6) + (2,6—1) 个 人 中 有 一 个 4, ЖК 
的 rla — 1,4) + rlash — 1) — 1 个 人 分 成 两 个 集合 : 

Friend 一 与 4 互相 认识 的 人 的 集合 ; 

Strange 一 与 4 互 不 相识 的 人 的 集合 ， 
WARA [Friend] > rl — 1,5), [Strange| > ғ(а,5-- 1), 
二 者 必 有 一 个 成 立 。 如 若 不 然 ， 

[Friend] = r(e — 1,8) — 1, 
[Strange| < r(a,b — 1) — 1, 

pij 

|Friend!| + |Sirange! = (а — 1,5) + Са, — 1)—2 

< rla — 1,b) + r(a,b 1) — 1, 

ны РЕ. 

2: |Friend| Z К(а— 1,5), ДІ Friend 集合 中 有 4 一 1 个 
АНА, ME aA H е ҒАНЯДІ $ КАНЯ, 

№ |Strangel = r(a,b — 1), WRA Strange rh# а 个 是 朋 
Ж.Н Strange RARA Р ТЕЖЕ, ME AH 5 T A ЕЖ 
相识。 


w t 


但 rla b) 是 使 得 有 а 个 互相 认识 ， 或 有 “个 二 不 相识 的 最 
ЛЖ, 
(а, b) < r(a — 1,89 + r(a,b 1), ш 


2. Ramsey 数 的 推广 


若 反 以 上 讨论 中 红 , 蓝 两 种 颜色 改 为 不 种 颜 鱼 cc, yeky 
把 存在 4 条 边 的 同色 完全 图 ,或 上 条 边 的 同色 完全 图 ， 改 为 或 а, 
或 a, *-*, В qt 条 边 的 同色 完全 图 ， 即 得 Ramsey Ж ғ (а, 
8," уар), ИП ғ 个 顶点 的 完全 图 ‚НА 种 颜色 Су Сър 777»С), 性 
意 着 色 ,必然 是 或 出 现 着 以 2 颜色 的 a 个 顶点 的 完全 图 ， 或 出 
HAL с, 颜色 的 a, 个 顶点 的 完全 图 ,…、， 或 出 琵 着 以 г, 颜色 
的 a, 个 顶点 的 完全 图 ， 这 样 的 整数 7 的 最 小 值 用 raset 
а) 表 之 。 

ДА = 3 x), ж Sis 92. 0; 都 大 于 1, r(a,,a;) == р, ШЕЕ 
ЖОРА СЕНЕ, ШІН! в, 个 项 点 的 同色 
完全 图 ,或 出 现 中 个 顶点 的 同色 完全 图 。 

Л. (2159.9) < r(a P) = 4, 

比如 用 红 , 蓝 两 种 颜色 对 563,6) 个 顶点 的 完全 图 任意 着色， 

结果 或 出 现 红 色 演 三 角形 ， 或 田 现 蓝 色 边 的 6 个 项 点 的 完全 医 。 


ЗЕ 3-16-1 
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2:5 ——— a —— N F _. С. АС с . 


ALIS Б SRI Rp мекте, НЕВА 
HATA s ДАЎ H SB 0 дО ЕҢ алт ЖЗ, 
2, 73,6) 22 7(3,3,3), 

依 此 类 推 可 得 
ria ary Ce) Sç ға), (а), 4.)) 
以 上 仅 是 讨论 Ramsey 数 的 性 质 . 
现在 将 已 求 得 的 若 于 Ramsey 数列 于 表 3-10-1 rh, 


5 ш 


1. 某 甲 参 加 一 各 会议, 会 上 有 6 位 朋友 ， 某 甲 和 其 中 每 一 人 在 会 上 各 相 
过 12 次 ,每 二 人 各 相通 56 次 ,每 三 人 各 相通 4 次 ,每 四 人 各 相遇 3 次 ,每 五 人 
ATB 2 次 ,每 六 人 各 相 过 1 次 , 1 人 也 没 遇 见 的 有 5 次 , 阅 某 下 共 参加 几 次 
会 议 ? 

2. 求 从 ! 到 500 的 整数 中 被 3 和 5 整除 但 不 被 7 ЖАН, 

з. в 个 代表 参加 会 议 , 试 证 其 中 至 少 有 2 人 各 目的 朋友 数 相 等 ， 

4, 试 给 下 列 等 式 以 组 合意 义 


я 一 m т тұ [n=] 
әб ее (С) er 
z — Ё г=0 І K 
1—1 .-"- а--т m —=m— +I -1 
(22). 86007,70 } 
п--т--1 imo i і 
т+ 1—1 m+! m + 1 m+] 
2 
тш--1 т m+ 1 m + 2 
m+: 
--о( ) 
т + 1 
提示 : (9) 从 ”个 不 同 元 素 中 取出 k, 使 得 其 中 必 合 有 TRETE 


的 方案 为 е” 


п — 


G) 把! 个 无 区 别 的 球 放 到 = 个 不 同 的 盒 于 ,但 有 加 空 盒子 的 方案 数 为 
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”` 1 一 1 
(2) (. —m-- 1 ) 
5. 设 有 3 个 7 位 的 2 进 制 数 
4, а, жуй, ж, ГА ЫЙ 
Š, Ë, 5, 5, 5, b, bry 
£, 6, ғ, Ғ, És с, “r> 
斌 证 大 在 整数 i 和 1,сі<ід7, 使 得 下 列 之 一 必然 成 立 ; 
„а = 0р = by m bj, Әр = q; = С) ше бүрү P; ып бр = v, = 64, 
5. 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任 取 5 点, 试 证 其 中 至 少 有 两 点 ， 其 间距 离 小 
тт. | 
7 .在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 内 人 尾 取 五 点 ; WEZI A PH PA š 38 JF 


+ 


1 
2 


$. 任 取 1i 个 整数 。 求 证 其 中 至 少 有 两 个 数 它们 的 差 是 10 НИ. 

3, 把 从 1 到 326 的 326 个 辑 数 任意 分 为 5 个 部 分 , 试 证 其 中 有 一 部 分 至 
少 有 一 个 数 是 某 两 个 数 之 和 ;或 是 另 一 个 数 的 两 倍 

10. A.B, 三 种 材料 用 作 产 品 LIL TI 的 原料 ,但 要 求 I 禁止 用 8, С 
ЖЕЗ, п ВЕ ВЕН IN 不 区 许 用 4 作 原 料 , 问 有 多 少 种 实 排 方案 ? 
(假定 每 种 材料 只 作 一 种 产品 的 原料 ). 


П.н т ЕТЖ, ac (mi) 试 证 其 中 必 有 两 个 盒 于 


НРК. 

12. ”个 单位 各 派 两 名 代表 出 席 一 会 议 ， 2* КЖ. А 
ШШ 

OQ) 各 单位 的 代表 并 排 坐 着 的 方案 有 多 少 ? 

{2) 各 单位 的 两 人 互 不 祖 郭 的 方案 数 又 等 于 多 少 ? 

13 .一 书架 有 关 层 ,分 别 放置 症 奖 不 同 种 类 的 节 ,* 每 层 = Я. НЕ 
的 图 书 全部 到 出 清香， 清理 过 程 要 求 不 打 乱 所 在 的 类 别 ， 试 同 

(1) 加 羔 忆 全 不 在 各 和 外 泵 来 层次 上 的 方案 数 有 多 少 ? 

(2) 每 层 的 ”本 书 都 不 在 原来 位 置 上 的 方案 数 等 于 多 少 ? 
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Үсеш. T ке аан 8 о. 


(3) "ЕВНИЕВ FA. 本 节 也 不 在 原来 位 置 上 的 方案 数 又 
№210? 


mtl 
Что “ 1 列 的 格 于 用 о 9. FHE 
1 


一 种 色 ,其 中 必 有 一 个 4 йына. 

45. 两 名 教师 分 别 对 5 名 学 生 周 时 进行 两 门 课程 的 画 试 《每 名 教师 各 管 
一 门 ?, 每 名 学 生 每 门面 试 的 时 间 都 是 半 小 时 . 共有 多 РЖ РО НИНУ 7 

16- 在 平面 直 前 尝 标 系 中 至 少 任 取 多 少 个 整 点 [两 个 坐标 都 是 整数 ?才能 
保证 其 趾 存在 3 个 点 构成 的 三 角形 【包含 3 点 在 一 条 直线 上 ) 的 面积 是 整数 
《可 以 为 0)? 

17 .在 平面 走 钊 坐标 系 中 将 少 征 取 多 少 个 整 点 才能 保证 其 中 存在 3 个 点 
构成 的 三 角形 的 重心 是 整 点 ? 
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“第 四 章 ，P6lya 定理 
1 群 的 概念 


这 一 章 主 要 讨论 Pblya 计数 定 妊 ， 诸 用 到 置换 群 的 概念 ,所 
以 先 对 群 的 基本 内 容 作 概括 介绍 。 


1. # 


定义 : ПВА G= [a,b,c , }, MEA GERZE 
运算 ,并 满足 下 列 四 个 条 件 : 
(a) 封闭 性 ; 若 abe С, WEE “ECG 使 得 
: a Š = c, 
СБ) 结合 律 成 立 : 对 于 任意 的 a,b,c € С, EA 
(¿= b) + e — a * (ë > с), 
(су) 存在 单位 元 素 : GG 中 存在 一 个 元 素 e， 使 得 对 于 G 的 性 
ELX в, НН 
сетте ат a, 
TR e 称 为 单位 元 素 。 
(d) 存在 逆 元 素 : 对 各 的 任意 元 素 в, ЕН be G, Œ 
得 
e> b= hb s a= e, 
ЛЖ b RAELA G КИ, ИЕ a j, М 
b = |, 


ИЖЕ с аж. 之 下 其 一 个 群 ， 有 时 也 就 称 G 是 一 个 群 。 С 
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中 的 元 素 a 和 5 的 运算 a， b Мах ab, 

НТР В, (ар) сев’ (b. c) 记 为 a: b. с, 
记 为 abe, ЖАГ H n OEREN art oz， c. "ga 等 于 任 
意 一 种 结 侣 ,比如 | 

Stay 4, = (+С Саада), a.) = (ааа а) а. 

特别 当 а == а — с = z, = 2 时 ,可 简 记 为 

Er а дт ц". 
— 


2. iN 

例 6 一 11, 一 1} ЖАЙ F R — t ER, 

Са) НИШ: (DC 一 站 = —1,(1)(1) = 1, 
(C—1)G() = —1,(—1)(—0)—1, 

(2) 结合 性 : ШЖ, 

Сс) АЛЖ: e = 1, 

Са) Ж: 由 于 《ID 1,(—1)0—1) = 1, 
Ж (t= 1,6-0" -L 


#2. 对 于 任意 两 整数 , 除 以 4 的 余数 相等 时 ， 说 它们 是 相等 
的 ,或 mod п 相等 。 

HIERA G — (0,1,2,-:-,я-- 1} 对 于 mods 在 加 法 下 是 
一 个 群 。 

(a) 封闭 性 ; 除 以 # 的 余数 内 能 是 0,1,2,…,n 一 1s 故 封闭 
HERY. 

《5) 结合 律 : 显然 。 

(с) 单位 元 素 : e = 0 是 单位 元 素 。 

Са) ля: 对 于 任意 元 素 aE G, a! == s — a mod n, 
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#3. “ЖЕЛЕ НЕ аа T = UT.) EQ 
成 群 ,其 中 
лы сету) 


Te To= T. 
其 中 T。, T. ЖЖА (х,у) 点 作 T, ЖӘ. FACHA ЖЕ 


Т, ВЗ. 
s 的 变换 . а an | 
т.) и cos az (УЬ 
теу) (6а) б). 
п) ж) ШО) 


(5044 cosg — па sin cosa sin f + since A (*) 
y 


— cosa sin #— sina cosp соз cos f— sima sin f 


下 面 证 明 


соз (о + В) sina + ?) (*) 
— sin (a + 8) созбе + £) y ` 
~ Tat T. а Т... ш 
Са) 封闭 性 : 由 T. Ts Т, 可 得 封闭 性 成 立 。 
С) 结合 律 : (T.T, YU, -“-Т.(1,Т:) = Таза. 
(с) ЙЛ: e = Т, FM a = сиу. 
Cay Ил: 了。 的 逆 元 素 汐 Т... 
车 画 定 一 坐标 系 , 任 意 旋 转变 换 都 可 对 应 一 矩阵 


. cosa sing 

4, — w сово) 
кла ОЕ АКУ НЕК, Ее {4。} ЛЕНА 
下 是 一 个 群 。 
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Я 1 和 2 群 的 元 素 个 数 是 有 限 的 ， 称 为 是 有 限 群 。 有 限 群 G 
的 元 素 个 数 叫 获 群 的 阶 , 记 以 CG 群 的 元 素 为 无 限时 ， 称 为 无 
限 群 , 例 3 便 是 无 限 群 ， 

者 共 G 的 任意 二 元 素 ss НИ ab = ba 时 ， 称 为 交换 
群 ,或 Abel Я. 


з. жж 


下 面 定 理 都 是 对 群 GG 而 言 的 。 
定理 1: 群 的 单位 元 是 唯一 的 . 
Ш: 设 有 两 个 单位 元 е, 和 en 
根据 单位 元 的 定义 ，e， РУЛЯ 
бұға” ғұ 
AE 2, 作为 单位 元 有 
ee, == с: 


„+ е. = f3 


Ж 2; 
ab = ac => b = e 
ba == ca = h = c 
证 : 证 其 一 。 因 вё = ас, MTR 4 的 逆 元 素 ERGE 
两 端 得 


a Қабу-- а Қас), 
根据 结合 律 有 
a (ab) Ca lg)b == b 
[г аас) = Са аус == ç 
АЛ b= м 
定理 3: G 中 每 一 个 元 素 的 逆 元 素 是 唯一 的 。 
Ш: 设 元 素 4 的 逆 元 素 不 唯一 ,有 о 和 5, 根据 定义 
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ав l — aa = e, ab = ba = es 


ШЧ 
аа '= ab, 
Жа" ЖАР b= а! п 
ER 4: (абс-+-1тпу <= w m -eph at, 
证 : МО 
(абс - mn) Cn іта) 
= (арест rm nn Mm Чс ta Ту 
= (Cobe тт Cl... th a Е 
= --- = 050571470) = (аа 10) = е, 


= 
定理 5: СЕНЕ, g= |G]; EE 
G = Taj, G2 за}. 
о СНЕЖ Ж, Д ТЕРЕЛ ДУА ra) (88 
ал” = 2, 
而 且 
В д0, 
Ш: 设 8 是 群 G 的 阶 ІСІ, s€ G, 构造 
ва", == at, att, 
F 二 工 个 . | 
Reti HART CG、 然 而 各 只 有 2 个 不 同 元 素 , ННН 


性 其 中 至 少 有 两 项 相等 , 设 
d == g", Í >= т, 
ЖЕНЕ {С> m, И ае, 4 1— m = r, 
оаа"? 
а-а, 
这 就 证 明了 对 于 任意 元 素 ee G, ЕЛЕ r, НЕ 


ar e, ш 


= гу 
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r 便 称 为 是 元 素 4 ИР, Z ҖЕ Z: Sl ҖЕ {+ 
H = {a,a, sg (sa г) 
在 原 有 的 运算 ， 之 下 也 是 一 个 群 ， 
ЖМ: САЙ, НСНУ, ЫСКАН ИТА 


и MRH СЕЕ. 


2 ж # 群 


置换 群 是 最 重要 的 群 ， 因 为 所 有 的 有 限 群 都 可 用 之 表示 。 不 
失 一 般 性 ,假设 = 个 元 素 1,2,--,е 之 冶 的 一 种 置换 ,如 元 素 1 用 
1 到 = 中 的 某 个 数 а, 取代 ,2 被 1 到 = 中 的 某 个 数 a 取代 ,# 被 
1 到 ”中 的 某 个 数 а,, 取代 , 表 以 
( 12--. 5 ). 
4,4,<%-а 


р (5500) (2 1) 
рь (5234) (озат) 
3 3124 1234 
(то .) G өз 1) ТЕН 
这 表示 先 作 р, 的 置换 ,接着 作 p 的 置换 ,如 


例如 


P” Р: Рт P: fr P: 
1 一 了 3 一 2,2— 1 — 4,3 — 2 — 3, 
Рі ОР: 
4->4->1. 


1254) 


pp 一 人 431 
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类 似 有 
ЕНІНЕН 
(5321) 5219) 
"(зз 


рін = РР 


可 见 


1. 置换 群 
可 以 证 明 1,2,…s4 间 的 置换 祭 合 ， 在 上 而 定义 的 运算 下 是 


-(} ле (в) (1 е” 
bb, + b, Мес, e, АРЕНЫ . 
(1 2" (= ... 中 К), 
G, G, `" G, b b, -- b, Cyfa t Oa 
(1 2... м ва, "** а, 12.:--я 
т аа) (ul) À ки; 


золу ига, аа тен /һ в . 5, 
т (, N ` 24.) (Ы қ - 24) Q г, . у) 

Сс) FERR. 为 
Ca) лж | 

12-0" Үйі 6, “4, 

Gaa) ке) 

1 Złe. А 25-0, 

ЖЕРЛЕР 


2,48 
对 等 过 三 角形 48C Ca) НО x= {图 4-2-1), 
A 
Be $ с 
А 


ШІ 4-2-1 
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~ р 2зүїззз\у123\/123\/123\/123 
Р 人 22) 
123 113%/1234/1234/1234/12314/123 
(44) КЛ КӨН БН аа) 
123 1233123312 33/123W123 123 
(5.4 КЕ КҮН КӨП КӨН БЕН БН 
123 ТЕЗ 2 ЗА 23/12 3\12 3/1 23 
(2.2) К) 
123 123/12 Зита Зи з 2 ЗА 12 3/23 
( ( Б БӨ КӨН БН 
(29) ОО ООО ВОО СООО yuyu) 
321 321Д1372Л213Д:2381ДЛ123Д312 
123 1233123W123W123A/1233/123 
Ен КЕРИ за isk) 


ВРЕМЯ НЕЕ 0°,120°,240°;( 5) 沿 三 角形 АВС hhi 
AD,BE,CF #8 180°, 2 (O) G) ПЕ, ДАВС 重合 于 本 
身 , 但 顶点 换 了 位 置 。 

设 А,В,С 分 别 代 以 1,2, 3 可 得 顶点 何 的 置换 如 下 : 


Co) 


123 123 123 
һ- (, 3 ле 2 =, ) 3 小 
可 以 证 明 这 5 ТЕ ТЕ. 
从 表 4-2-1 可 以 堵 出 料 闭 性 ,结合 性 ,单位 元 素 , 道 元 素 四 条 
性 均 满 足 ， 政 成 为 一 个 群 。 MEM 
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123 123 123 

(53 Юе 2 уз} 
可 知 三 角形 АВС ЭЛЯ xx ЕЯ 240°, ЕЕ ВЕН 
转 1802 的 结果 相当 于 绕 СР 中 线 翻 转 1802 


7 个 元 素 的 置换 
( 2 +++ ) 
a; di * ` "d, 
和 1,2,+е,# 的 一 个 排列 aaa, 一 一 对 应 ， 故 由 st 个 排列 
ауа a, 构成 的 п] 个 置换 
12..." 
(а-а) 
ETR 8,, 称 为 ”个 文字 的 对 称 群 ， 
交换 群 之 所 以 重要 在 于 性 一 »* 阶 有 限 群 都 和 一 个 # 个 文字 的 
ШЫ, ари ШРЕНК. = 
证 明 的 方法 是 建立 起 有 限 群 G 一 {ев son АЖ a, 
和 置换 群 的 某 一 置换 的 对 应 关系 ， 然 后 证 明 其 同 构 。 比 如 对 于 某 
一 元 素 a, f 


8,4;,0;41)777, 4,04» 


.1984- 


其 中 所 有 元 素 部 不 相同 ,如 车 不 然 , 设 

#10; = аша, Ка: = а. 
令 

Ла БЫА 


клж ЄС 对 应 6 人 2 的 某 一 排列 


„КРЫМ Oia 
令 п; ВА 
l 2.” 
в) (4-2-1) 
对 应 , 即 
g;*— Pis (4-2-2) 


进而 证 其 同 构 。 即 证 若 qj< 一 pis ap 则 appi ПЕНН 
НН. 


$3 循环 . 奇 循环 与 偶 循 环 


下 面 介绍 一 种 比较 简单 的 表示 置换 的 方法 。 先 约定 一 个 记号 
6) a "Bul Üm 
Cam > а) = (4 а: "as m, ) 


Ше Е. 例如 5 个 文字 1,2,3,4,5 的 置换 


12345 
( )= (14523). 
43152 


HEETE 


12345 
(заза) U15254 5), 


循环 (154) 中 ,2,3 不 出 现 ,表示 2 和 3 保持 不 变 , 即 (154)--(154) 
(2563), 
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——— « —  .— -. 


Саа, 50) КЕ РАЗ ЖКН ИЕН a Ж 
个 元 素 为 首 无 关 : 比 如 (123) 一 《231》， 如 若 两 个 循环 【aa та) 
ЖІ (bb 6) 没有 相同 的 文字 , 则 称 为 是 不 相交 的 ,不 相交 两 循 
环 的 乘积 可 交换 。 

例如 (132)(45) = 6557(132) 

Ж p= баар сса„), № р" — (1023... (m) = е, 例如 


‚123 
?=\,, = 023), 


и (221021) (заза) (51а), 


123 123 123 312 123 
р (ааа) (ав) 
— (1207532. 
ЖЕ: FA- ERRARE РИН, 
证 : ”对 已 知 置换 


从 1 开始 搜索 ;如 1— a — a — * * ° — a, — 1, 则 得 一 循环 
(1а, aztea) 
WE (Та, асса) BAT (1,2,..-,2) 的 所 有 文字 ， 则 搜索 
何止， 否则 在 余下 的 文字 中 任意 确定 一 个 ,如 法 进行 ,又 得 一 个 循 
环 。 如 此 反复 进行 直到 所 有 元 素 者 取 完 为 止 。 这 样 便 得 到 若 于 不 
相交 的 循环 ，A 就 等 于 这 些 不 相交 的 循环 的 乘积 。 除 了 循环 的 次 
序 可 以 任意 交换 外 ,这 种 表示 是 唯一 的 
Я. 编号 从 工 到 52 的 卡片 ， 分 成 1 一 26,27 一 32 两 部 分 , 交 
错 互 相 插 人 ,这 样 一 次 操作 相当 于 作 一 次 置换 
123 45 &7 8 9 10 11 12 13 14 
РТ”! 272283 29430 531 632 733 


15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
8 34 935 10 36 11 37 12 38 13 39 14 40 15 41 
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 
16 42 17 43 18 44 19 45 20 36 21 47 22 48 23 49 
47 48 49 50 51 52 
24 50 25 51 26 5) 
= (1Х2 27 14 33 17 9 5 3)(4 28 40 46 49 25 13 7) 
(6 29 15 8 30 41 21 11)(10 31 16 34 43 22 37 19) 
(12 32 42 47 24 38 45 23)(18 35)(20 36 44 48 
50 51 26 39)(52), 
РЕВ 1 И Е 2 4-, 2 ТАК 1 1,8 АЕК 6 个。 由 此 
可 见 这 种 的 操作 重复 8 次 又 恢复 到 原来 的 模样 。 故 


(' 23 еэ) 
== =, 
PU 23 4---52 


ЖУ: 2 阶 循环 《〈 认 ШИК i 和 j 的 对 换 或 换 位 . 
”定理 ， 任 音 一 个 循环 都 可 以 表达 成 着 干 换 位 之 积 。 
这 只 要 给 出 一 个 分 解 的 方法 就 可 以 了 。 例 如 

(12 3-.-0) = (12961 39%“ (1 я), 


aa 3=( 。 2 5а 2 5) 


213 3 21 
123 213 (14% 
== =-= = (1 2 3), 
(51. за) 231 К 7 


gy (1 2 3...9 21) = (12X13) (1 n— 1), 


ы + 


Ш (1 2 Зв) 
-@зж.. а риа) 


+ 20Е = 


———— ч. — F T. - 


-( 23--я-- 1 n 6 Зея 1 ы”) 


234... 1 п 2 3:65 n — 1 n! 
12 3-: n — іл — —_ 

жш == 12... --1 . 
(оза. n |) ( ” п) 


Е, ТЕЖИК PARK A ТИЗЕ ОЕА. Eze ei fir 
个 数 都 不 相同 。 例 如 

С(1239-С(112Х139-С12Х13Х31Х13). 
尽管 如 此 ,有 一 个 性 质 却 是 固有 的 ， 它 不 依 换 位 的 个 数 不 同 而 异 . 
那 就 是 篇 环 分 解 成 棉 位 的 乘积 时 , 换 位 个 数 的 奇偶 性 是 不 变 的 ,也 
就 是 分 解 成 换 位 之 积 虽 不 唯一 ,或 同 是 分 解 成 奇数 个 换 位 之 积 ,或 
同 是 侦 数 个 换 位 之 积 。 其 根据 何在 ? 下 面 给 予 证 明 。 

i= П (х,— si) 

із 
= (z, о) бат ОСА в) * taa n — ж.) 


(z; ауа аа) (2; я. — х.) 


(ж — ж) Са 2,4 0 х.) 


Са а-я.) 
(х1 Ke). 
设 和 > ! 是 机 个 常数 , 则 
f= G — ж) Ц 00 — «ӘР, 


ы 
HH FERRETS xo BREA ж 的 部 分 。 
我 们 来 分 析 ЯПА 互 换 时 对 了 各 因子 的 影响 。 PAY FE 
有 影响 的 ;而且 (е, — хх: ха) 的 结果 也 不 变 , 但 〔〈zt r) 
400 (ар ap = (ар <). Қ ЕМЕН [ХО АУ, 
如 有 
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(току = —}, 

РЕЖ, ?分 解 成 换 位 之 积 ， 若 ?分 解 成 奇数 个 换 人 得 之 积 ， 
РЕТ У МЕНЕЕ 了 变 号 ;车 ”分 解 成 偶数 个 换 亿 之 积 , 则 P 
作用 于 了 结果 不 变 。 作用 于 ff 的 结果 是 固有 的 ， 它 取决 于 ?本 
身 , 获 台 分 解 成 交 数 个 或 偶数 个 换 位 之 积 也 取决 于 了 p 本 身 , 而 不 是 
依赖 于 分 解 过 程 。 

EX: ТЕНТ, ШЕ ВА: 
若 可 分 解 成 偶数 个 换 位 之 积 ,叫做 偶 置 换 ， 

例如 : 图 4-3-1 是 一 个 有 4 x + 格 的 棋盘 ,除了 右 下 和 角 的 一 
个 客 子 空 着 以 处 ， 其 余 15 个 格子 布 着 如 图 4-3-1 所 标明 的 棋子 . 
车 空 着 的 格子 标 以 《0), 则 图 4-3-1 可 以 看 成 是 棋子 UJOJ- 
《15) 的 一 种 布局 ， 与 空格 祖 邻 的 棋子 可 以 与 空格 互 换 位 置 得 另 一 
种 布局 ， 这 样 的 一 次 交换 位 置 可 以 看 作 是 图 4-3-1 所 给 定 的 布局 
的 棋子 个 的 一 次 置换 ， 


图 +-3-1 4-3-2 


有 些 布局 是 由 初始 右 局 图 4-3-1 经 过 偶数 次 换 位 而 获得 ; 有 
些 则 是 经 过 奇数 次 换 位 而 得 到 。 由 青 数 次 换 位 而 得 到 的 布局 不 可 
能 通过 偶数 次 换 位 而 得 到 ， 

ШЕРІН 3-3-1 的 状态 无 论 如 何不 可 能 通过 标志 为 “0 ЖЕ 
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„лек. u. aa — waw. T . — n n n - - 


与 其 相 邻 棋子 的 的 位 而 达到 图 4-3-2 的 状态 . 
从 图 4-3-1 状态 到 图 4-3-2 状态 相当 于 作 下 面 的 置换 : 
0123456789 
P= g is a4 13 12 11 10 9 8 7 
10 11 12 13 14 5) 
654321 


= (0)(1 1502 14)(3 184 125 11)(6 10)(7 9X8), 
PR HER., НЕЕ БЕНЕН, 
ЫН ИЕМ НЕЗ, ВАА ОВ БИЛЕ]; E 
上 向 下 换 位 的 次 数 也 必须 相同 ， 得 出 了 矛盾 ,问题 得 到 证 明 ， 

定理 : 5, ШЕЕ + (21) 阶 的 子 群 , 记 作 


Aas ЖЗ. 


证 ， 先 证 4。 是 5, Юта. нани (12 
(2)---(«) ЖАН БА, A. 非 空 ， 
(1) 封闭 性 : № д.р, АВЕ, р, — рр CEREK, 
КӨЗІ ИНЕ ДЕЛУ, 
(2) жеж: 置换 群 的 结合 律 成 立 。 
(3) 单位 元 素 ;: 置换 群 的 单位 元 素 本 身 就 是 个 置换 。 
(4) жж: G k) 的 逆 元 素 为 Gi k), p= СА h) KE |) 
сил 
р ЧЕ ҚОС а Аа) ВОИ h). 
фр == сі, 264; в): ` "Сі, һда, Ал ` “Сі, яуа, ж 
= (h Іі IDe Са АЖ ita) t Ci (9167 в) 
= езе (А О А) САХА) — С(1)(2)+--("), 
НЫНЕ рр = (1902). --(#). = 
$ В, = 5Д4, BI В, № S, Е. ЕБЕТ 
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кше 


Шар, МР 4。 的 任 一 置换 р, G Пр Ва, G 1) 
PEB, 根据 $1 定理 2 得 
14.| < |B.1. (4-3-1) 
类 局 的 理由 ,对 于 集合 В, 的 任 一 置换 2, PAA G j)g € 
A, ор ЕВЕ. 
В. = Al. (4-3-2) 
由 (4-3-1) 和 (4-3-2) 可 得 | A,| 一 |В„|. 但 |4A,| +18, = nt, 


- 1 
. Er =". 


$4 Burnside Е| E 


1 


1. #52 
下 面 先 给 出 群 9%, 4;;54,A4。 希望 读者 对 置换 群 结构 有 感性 
知识 。 
$;161)(2)(3),(2 39,61 2), (1 3),С1 2 3),(1 3205. 
А ХУ), (1230,1 3 20 
Sa [CICA ICA CL 22,61 3),(1 4,02 3),(2 4), 
(3 4,412 39,61 2 4),(1 3 2),(13 4,01 429,61 43), 
(2 3 4),(2 4 3),(12 3 4),(1243),(1324),(1342), 
{142 3),(1 4 3 2),(1 2)(3 4), (1 332 4),(1 4)(2 3)}. 
А: {(1){2)(34),(1 2 3),(1 2 4,613 2),(13 4), 
(1422,1 4 3),G 3 4),(2 4 3),(1 DG 4), 
(1 3Ж2 4),(1 4)(2 33}. 
— Ж 5, ЕГЕ p ri kr F EAR КИН 
积 。 
p= (а, CARET TCT br tba Ch hreh)» 
— m 


+ 205. 


其 中 5; + k; 十 … 十 kı = #. 设 其 中 Á Б ЖЕШ УХ сі» 
k= 1,2,--,т, 外 阶 循环 出 现 ci 次 ,用 АЖ. 
5， 中 的 置换 可 按 分 解 成 格式 
(12V (n) 
的 不 同 而 分 类 。 例 如 (1)(23)(4567) 属于 格式 (024 
GPCI; (1234)(5)667) WEERT Су 
(уа, RAER Ж 0 的 项 写 为 (1)X2)(4)'。 显 然 有 


Su, = n, (4-4-1) 
кті 
在 s, 中 其 有 相同 格式 的 置换 全 体 ， ПИК М НІМ ЗЕ 
HR, 
定理 ; 5, PRO Gay ЖЕМ ТЖК» 
—£UI  _ 98nl - -4- 
ctl eal 1 1828... уға (4-4-2) 
证 : COR e (a 格式 为 
сф 2с, № пг. 个 
(COZER СЕСЕ (5... > (4-4-3) 


1,2,3," ЙЕН пр 1, НЕОН А. ЖЕ (4-4-3), 
TERTRE Тая. хата Нан 
ДЗО РТ. 然而 由 此 所 得 的 *! 个 置换 中 有 重复 出 现 
8. ШЕНЖНС-ӘН ИЗ Cana 79, — (азау "aa ) = -= 
(ааа са, а) 引起 的 ,一 -下 МАЕ А, ca КЕР 
Ент ka 次 :《 二 ?由 万 不 相交 的 c, + REER RRI 58 
HESR. БЇ Caaa,)Xa,a) Casas) = Сала,)(аза:)Сазак) = (gas) 
Cazar) Cases} == Carta) Cas Ge) Ca аҙ) == (а da) ау a;)( а, а.) =(о as) 
(aalan), ЕЕНТЗ!=6Ж, с, 个 大 阶 循环 重复 了 са! Ж. 
РЕ (1у%( 2у=-+-(лу» 的 元 素 个 数 为 
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Ф 5 вау жи „71, ~ 3 个 前 换 , 即 
а DG 4),(1 3)(2 4),(1 Фа 3), 
8, h (OY ЖЖ сты 个 置换 , 即 
(123),(124),41323,41349,4142),414330223 4), 2 4 3). 
5, rh Сау 6935383847 6 个 置换 , 即 
Са 2),G 3)C1 4),(2 3),(2 4),G 4), 
5, PUY RERA L= o 个 置换 , 妈 


(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432), 


2. k 不 动 置换 类 


ИСЖ 1,2,…，*# 的 置换 群 ， 当然 G 是 $, 的 一 个 子 群 ， Жж 
k E: 1 到 # 中 的 某 个 整数 ，G 中 使 保持 不 变 的 置换 全 体 ， 记 以 
2, ИСКЕ, 或 简称 地 不 动 置换 类 。 如 
С = {е,(1 2),(3 4961 DG 4). 只 要 注意 (1 ржа 2) 
GORAS. 歼 其 中 使 1 不 动 置 换 类 Z = (е,(34)}, e Ем 
位 元 ， 

2, = {е,(3 ОБЕ, = 2, = [2,01 2)}, 

TE Z, 是 G 中 有 “因子 ”以 ) 的 置换 全 体 ， 

У 4, 1е,6123У,61 2 4),(1 3 2),(13 4),С1 42), 
{143),(234),(243),{12)(3 4), (1 3)(24), (14)(23)}. Ж 


% 2, = {е,(2 3 4),G 4 3)}; 


Z,= {2,3 4614306 
«107. 


Z= (5,612 4),(1 4205 
Z= {6,012 3),(13 231. 
ЖЕ. СЕКТА PJ NS 2, 是 G 的 一 个 于 群 ， 
Шы 封闭 性 : т. p: 分 别 是 使 不 动 的 两 个 置换 , FË д, 
РЕ 2» лее 24. 
жә; ХТС Ни, Ze G, М Z, 元 素 的 结合 
律 成 立 。 
单位 元 : 群 G 的 单位 元 属于 Zeo WE 2, 的 单位 元 ， 
逆 元 素 : pe Z, É k Due dos, рес НЕВА, Ш 
P'E Za 
Ж Z, 本 身 也 是 一 个 群 ,是 群 @ 的 一 个 子 群 . | = 


3. 等 价 类 


在 引进 等 价 类 概念 之 前 先 举 一 个 例子 ，G 一 {re,C12),(34)， 
{12Ж34)}, ЕС Е 122,232 1:3 3E25 4,4 ЖЕУ) 
3。 故 1 与 2 属于 同一 类 ,而 3 和 4 则 属于 另 一 类 。 1 或 2 不 能 在 
群 G 作 用 下 变 为 3 或 4, 同样 3 或 4 不 能 变 为 上 或 2。 大 所 属 的 等 
价 类 ,可 以 看 作 是 总 在 G 作 用 下 的 “踪迹 ”。 

(a) 对 于 给 定 的 关于 1,2,.-., я 的 置换 群 G, 车 存在 置换 
pe G ELEA 1, WEE p = ют ' EIEH K.p € G， 单 位 元 
KEREK K. 

(Р) ЕЕ p€ С (@Җ Ж) h ХНЕ р EEH т, Ц] 
存在 置换 p 一 pp 使 生变 为 тре G. БП 

k p ЄС z PEG т, 


р: = pip, С 
110 k ——n m. 


由 Са), (5) 知 大 在 台 作 用 下 的 “踪迹 ”形成 一 个 封闭 的 类 。 故 
11,2,:- nk 中 的 数 5, 若 存 在 置换 Р 使 之 变 成 і, ШЕКА ЖІ 
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! 属于 局 一 个 等 价 类 ， 因 而 1 mj = К ГЕШ G НЛ 
干 个 等 价 类 , 数 丰 所 属 的 等 价 类 记 以 Er 

例如 G = {е,(1 2), G 4} (1 2Х3 41. 1 和 2 属于 一 个 
等 价 装 , 3 和 4 属于 另 一 个 等 价 类 。 即 

Е, = Е, = {1,2}, E, = Е. = {3,4}, 

对 于 数 KU SASA, KTF” ОСН ЕСУ АЈАНТ 
类 Е,, ПАБЕ 2.. 

定理 : 1Е 12,1 一 [Gik == 1,2,6, 

证 ; Ж ТЕН =], Fk Ri E; = {а == К): 5°» 
а: eye -ar 是 了 个 不 超过 ”的 正 整 数 ,而 且 各 不 相等 。 既 然 
ogg ae ТЕЖ ЕВРО р, (ШЧ 


k 
КОЖЕ р; АЖ aa | 
Р == {рр l pi 是 属于 群 G 的 置换 的 集合 ， 但 不 是 一 个 
群 。 作 G; 一 Zhi 一 1,2,:::.і. 
由 于 


Р. : 
st == 1.2... sis 


p€ Zk Ë 
Аа 


ЕЕ Zapi ， 
а] = 1,2, l, 


7 # 
ЮП АЖЕ рє Z ei 的 作用 下 变 为 ai. 
G= Zip; ШУО F G, 而 且 当 ij BF G; Gi = $, 
BB G, 和 G; 没有 相同 的 元 素 。 故 
G 4G:4- 4-6,6, (4-4-4) 
= . | 
Zi LZ, pe +-: LZ, SG, 
符号 十 表示 不 相交 集合 的 并 ， 
男 一 方面 , 凡 属 于 6G 的 性 一 置换 p, 有 


K 


F 
аъ 
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BIZE P ВФЕ ТАЕ 6—70 а, {Кїл А 的 等 价 类 * 故 存在 


рес, 8 А 一 > и. 


Ro 
RE 
А 
依据 2, 的 定义 
~ pp E 24» 
РЕ 23р. 
РЕСИНЕЛЖ Ш 


GSZE,p + Zyn +++ + Zipi 
由 (4-4-4) 及 (4-4-5) 可 得 
G = 2ұр T Z ip + E бұр 
д 161 = ГАРИ + Zial + --- + Три 
= |Z, ++: |25 
= |211 = | Ezi |Z 
例如 G = A.E, = {1,2,3,4}, 
Z, = {e, (234), (243). 


ва’ 


(4-4-5) 


А, 中 存在 单位 元 素 pme 使 1 一 1; 存 在 置换 в-- (12) 
(3 4), 1-22; кВа p (1 3)(2 4), 81-53) 置换 


p= (1 4)(2 3), 1-54, 
Z, = {е,(23 4),02 4 3)}, 
Z, == 161 2)(3 4),(124),(123)), 
Zps == 161 3)(24),(132),(1 343}, 
+) Zp = {61 4) (2 3),(143),(142}, 


ae 


Zp + 21р + жұр + Zp = 4. 
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4. Burnside 引 理 
设 G = {а,, ds, 5, arts 其 中 4|-- ё, жн 4, 分 解 成 
不 相交 的 循环 的 鳞 积 y А" 1.2,:--,2. а сабар) 为 置换 а, 中 . 
1 阶 循环 的 个 数 , 即 在 a, 作用 下 保持 不 变 的 元 素 的 个 数 ， 例 如 
G = {е,(1 2),(3 4), 2)(34)}. 
ар e == С1)С2)63)(4), аба) — 45 
а: = (1 2) == (1 2)(3)(4), суба) = 2; 
в; == (3 4) = OOG 4), св) = 2; 
a, = (1 2)(3 4), ¿(a = 0, 
Burnside 引 理 : СЖ N = {1,2,...,"} 上 的 置换 群 ,G 
ЕМ ЕУ ШЖ ЖЇН {Т Ж OR Fin ТЯ 


Į- ici Eca) + сүа + + + сќа,)}. 


在 证 明 以 前 ,以 G = {е,(1 2),(3 4,01 DG 4)} 为 例 进 
行 分 析 ; 有 了 感性 知识 ,再 进行 证 明 就 不 难 了 ， 
Ж 4-4-1 中 的 
ЗЕНА ЕЕ o 作用 下 不 改变 即 кек, 
0, km зе k. 
а) 行 求 和 等 于 lah ЖА ФЕР Zale ` 
表 中 元 素 的 总 和 一 D > д = > | Zal = > clai). 
定理 的 证 明 ; 仿 上 例 , 作 表 4-4-2, 
Жр 


fi = 


0, ж ag 21, ВП k ZA IC А), 


Yami s € Z 
' |, # ae Zo ВАТА. 


x. 
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x 


(34) IYEPE 


G 2X) Стуса) з) 
(гуз 4) CPCEYCI усуе 
а 23 4) Сау» 


12.1 


ЗЕ 4-4-2 
— А 

— 1 2 3 .. * 416439 

еҙ < 
S, fa Яш Ға "tiin CRETO] 
4; far ӛту fas "аш 109.) 
= fer ін Жү те e (a, 

рн 

Ел |2,112,112,1----42,1 > e (as) = = 12.1 


` £ 
ұм У sa m (а); = 12414. 


kaj ізі 
a * к ы 

а", > 5 fh "= > c (a;) "= > 12.1. 
ізі ізі ізі t=1 


Е N = [1,2,-. n) 分 解 成 工人 个 等 价 类 ， 
N = E 4E,- ГЕ,, 


而 且 当 1х ЖЕРН— И 35, ТЕ, 2,1161. HT |E 
= | Er 212 == 12%] 
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= 1 t 
故 У zu 一 > > |Z) = У Edl Zl. 
к=] Jmj 4487 iwi 


HF 
[EIIZ] = |С]„ = 1.2... . L. ш 


х Ума = де, i= Y 12311. 
lG] = 


kmi 


5. М 

一 正方 形 均 分 成 4 个 格子 ,用 两 种 颜色 对 4 个 格子 着 色 , 问 能 
得 到 多 少 种 不 同 的 图 象 ? 经 过 旋转 使 之 欧 合 的 两 种 方案 ， 算 是 两 
一 方案 。 


4-4-1 


每 格 有 两 种 颜色 可 供 选 择 。 故 有 图 4-4-2 的 16 种 可 能 方案 。 图 
4-4-2 中 ， 当 每 个 图 都 绕 过 中 心 点 的 轴 按 反 时 针 方 向 旋转 90°， 
180°,270° 时 得 16 种 图 象 的 又 一 种 排列 ， 可 以 看 作 是 图 4-4-2 的 
16 种 图 租 的 一 种 置换 、 分 别 讨 论 如 下 。 
(a) 旋转 0° 为 不 动 置换 
Р = еее (c Ce; (eo ee) (Се) (ев 
СЭІСЭІСЭСЭ:СЭСЭЕ 

| СЫ) WEE 90°, 这 时 с; 被 с, ЦИК, с. 被 c ВЮ, =, си 

被 ca БҚ, 
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ым в 


Г. < SS ГЕ, 
NT ON’ SU CN 


S7 CN. SJ. 
HN 


sss. 
RN CLT ZZ 


= 
RR 
aN 


ЕНЕ 
HH. Hig: ES: ES: 


4-4-2 


故 


Coe HK сус+сзс (eyecarec LERTO ERT- д)» 


Сс) 旋转 180° ,这 时 с, ЖІ с; Erik, с, 和 Cs ЕФ, w 


р: == (еее erce) er )Сєзс) Сс )Ссь)Сезем)Ссисц). 


有 


(4) 旋转 270°, 


P = Ce еее, eweseer) e исз) (євевсиса). 


不 同 的 等 价 类 个 数 为 


4 
其 中 с.) = 16,е:(рз) == 2, p) 一 4,c р) = 2. 6 个 不 相 


(一 上 (16 十 2 十 4 十 2 一 6。 


4714» 


同 的 图 象 如 图 4-4-3, 


=: 
22 пий Z 
A1 ГИ 

Шо 4-4-3 
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ETRY Burnside 引 理 理论 上 也 可 以 用 来 研究 m > 2) Й 
色 的 不 同 着 色 方 案 的 计数 癌 题 ， 然 和 而 问题 将 复杂 多 了 。 本 节 将 介 
# Pólya 计数 定理 ， 

RAs THR., С 是 这 * 个 对 象 上 的 置换 群 ， 今 订 记 种 颜色 
ИХ n 个 对 象 ， УТУ, ПН РЕЖ? 
一 种 染色 方案 在 群 去 的 作用 下 变 为 妇 一 种 方案 , 则 这 两 方案 当 作 
是 闻 一 种 方案 . | 

定理 : (Pólya): 设 G Es n ТЯ Та, Hm Ph 
颜色 涂 染 这 *# 个 对 象 , 则 不 同 染 色 方 案 数 为 


і = т Гоо + me) + --- + т], 


其 中 © = {2,4,5 aea 为 置换 2, 的 循环 节 数 ， 

в 个 对 人 象 可 用 1,2,-+, n 编 有 序号 , 故 G ШЕ РЕ (1,2,::<, 
a) 的 一 个 置换 群 ， 

Pólya 定理 中 的 G 群 是 作用 在 = 个 对 象 上 的 置换 群 , 相 应 地 
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Burnside 定理 中 的 G 群 是 在 这 = 个 对 象 上 用 后 种 颜色 进行 染色 品 
的 方案 集合 上 的 置换 群 。G 群 与 G 群 之 间 的 联系 是 这 样 的 ， 对 
应 于 群 G Мож pe G, 相应 地 在 染色 方案 集 上 也 诱导 出 一 个 
以 于 G 的 置换 p, REIH с,(р) = т“? Бн], 
在 证 明 以 前 先 就 前 而 的 例子 进行 分 析 ， 然 后 推广 到 一 般 ， 
图 4-5-1 Ее 2; ELA 4-4-2, Ш 4-5-1 的 置换 群 为 
p = DOGA, 
p: = (4 3 2 1), 
P == (1 DO 4), 
P => 《1 234). 
分 别 对 应 于 图 4-4-2 中 方案 集 的 置换 。 


БН 


图 451 


p = обеде) (еее (ес) (с) (с) 
Ce eae em) es) (Cer). 

[ымы (сл) Сс) oe) ecew) (сиси) Жевбьенеи)» 

Р саса) САСО сие) сп 
Ссос«ӘУСсасиӘ» 

р. = (ее) Севезсась УС сысзсвет)б си сы Жевбье ев)» 

仔细 观察 其 中 的 关系 ,首先 不 难 发 现 有 

(р) = 4, WW су(р,) 2 PD == 25-- 16; 
ССр) = 1, ЖЕ ¿(pj == 20 = 2' = 2; 
с) 一 2， 对 应 (pj = 2000 2 = 4; 
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с) 一 1, А ср) = 200 = 2552, 
其 次 还 可 以 发 现 ,在 p 作用 下 不 变 的 图 象 ,正好 是 对 应 的 5 КИМ 
适 节 中 的 对 象 染 以 相同 的 颜色 所 得 的 图 坦 。 举 个 例子 , p. — (4 3 
2 1)， 对 应 的 p, 中 一 阶 循环 节 为 Ce:) Яп (ей. М 44-3, 
Ж сос 正好 是 1,2,3,4 ВИН ВБ АНН. 


ШЕ Ж 


Æ 4-5-2 


У ің p: 一 (1 3 并 2 4), 对 应 的 P: 中 一 阶 循 环节 为 (с: ев 
Се са)» 正好 是 1 和 3,2 和 4 分 别 着 相同 的 颜色 的 结果 CH ET 
4-5-2). 

定理 的 证 明 : 

假定 = 个 对 象 用 严 种 颜色 进行 徐 色 所 得 的 方案 亿 舍 为 S, Б 
ЎА 13| 一 m=", 

G НТЛ а) 对 应 于 n 个 对 象 的 一 个 排列 ， 也 对 应 了 
3 中 的 mw” 个 涂 色 方案 的 一 个 排列 , 记 作 en | 

ЖЕ п Л ый ЕНЕ G, ЗЕЕ ЕЗ КМ С. 

`. |С| == 1С|, 

WEA 200) 一 т“, ЖЕНЫ РЕН s 按 G 分 成 不 同 的 
等 价 类 的 个 数 为 。 


7 一 т (аса) + суба) + --- + e Ka,)1 


Еу 


- L Lm 十 met) ы... + п], = 


ІСІ 
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AL 下 图 中 ооо, АЛЕ АИ, В.Й. 色 对 顶点 
进行 著 色 ,试问 有 几 种 不 同方 案 ? 


120° 
249 
я 
я 
= % 
Я ° A 
Ё 2-6-1 图 4-6-2 


W: 图 3-6-1 Ио ВСЕ 0° ‚120°, 240°, 
以 及 过 三 顶点 的 中 线 翻 转 。 如 图 4-6-2 BUR 4338; 
G= {Cv Cp) (олз), Сани, 
Со) Сөз), Со) ov) Cp) wv)}, 
改 不 同 的 方案 数 


m= +2. 43-34 


一 二 [27 士 6 + 27] = 10, 
这 10 种 染色 方案 见 图 4-6-3. 
| ен 
| 
#2. нж CH, 的 枝 链 是 нс, жална н, 
н 


x 218 = 


ААА 
ААА 
AAA 

A 


Ж 绿 
4-6-3 


Ol ,CH ,CH; 之 一 取代 , 问 有 几 种 不 同 的 化 学 结构 ? : 
解 ， 问题 相当 于 对 正四 面体 的 西 个 顶点 用 四 种 颜色 着 色 ， 求 

不 同 的 方案 数 。 使 正四 面体 пор. 重合 的 刚体 运动 有 两 类 , 一 
是 绕 过 顶点 的 中 心 线 zw ЖЕҢ 1209,2409;-Е ЯДД rtp 中 
点 取 线 yy 旋转 180°, 图 4-6-4 的 旋转 群 @G 的 元 素 为 : ` 

Сә) Се) Сез) Со), Cr (696) 

(е) Срез), Сеп) Соло), 

Се), Соз) Сотер) 

(оз) Сеара), Со) CEDE 
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(2.)( оу) s (010) <> А 
(влез) Свз), (виз), 
故 不 同 的 化 学 结构 数目 为 
2 [448-44 3-42] 一 t [256 + 128 + 48] = 36. 


#3. 求 三 个 布尔 变量 soron 的 布尔 函数 装置 (如 图 4-6-5 
APES В ЖШ Ы? 

ЕЖЕ ОК 2° — 256 АЛЛА f(x, ryz) 
КЕРІ ДЕН ИР A ВОДА Е TU S PI, AS A pt dp 35 Л АРАУ 
内 部 结构 。 | 


т 
в 
f є 
km 
=s 
” м а f(r mm) 
n Р 
1 T 
图 4-0-4 图 4-6-3 


W: 图 4-6-5 的 三 个 给 入 端的 变换 群 吕 为 
而 == ЄЭІЄЗІЄЭХ a (жуаз), Ë; = Сить), 
в, == (x,)Xzz3)5 А, 一 (аа) хы)» h, = (мя). 
ххх 的 状态 集合 s= (a,= 000, а хә 001, аз = 010, 
в; = 011,4, = 100,0; == 101,а, = 110, а, = 111}, БЕП: ЖЕ 
ha Сим) ЕН Г 1000,010,100,110,001,011,101,111.,ЖН 
当 于 得 一 置换 
( 001 010 011. 100 101 110 ill ) 
000 010 100 110 001 011 101 111 
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旭 对 应 于 置换 (arr) ВИЙ. 


. (% a, 4; dx a, G; G, а; )- Ca) Xeva)a)(asasas) (ay), 


由 此 得 和 和 群 总 相对 应 的 群 G 为 

рү = Сау) (a) (a) (ae) XG) (as) Cod a), 

р = (а,)(а,а-а,)Сазақаз) Саз), 

Ps m Са,У(а,ааа;)Сауаза)( ау), 

Pa = Са Xaya) Cas) Ca) Lasa) Caa 

Ps — Со) Cam) a) Cog) (ay) Ca)» 

ps = Ca (a) Caza) aa) Са, Xa). 

求 不 同 布尔 务 数 装置 的 问题 ， 相 ч ЕЖА Л СН 

的 8 个 顶点 asua аз, s858 用 两 种 不 同 颜色 (相当 于 布尔 
ЮЖ) 0,1 状态 ) 对 之 善 色 的 不 同方 案 数 ， 报 据 Pólya 定理 应 有 


m= а tza) Ы Bo i. 
这 个 结果 告诉 我 们 ,实质 上 不 同 的 结构 不 是 256 种 ,而 是 80 种, 其 
Чо ТВ ИС ДЕҢ Л Жи НЕГЕ PF ПП ТӨ Ж. 
МА ERRET ЫШ ЛУ т, ЙЕ РА Ph Йй te, Жї ta, „Ар > 
少 种 不 同方 案 ? 


йу 9 G, 2, ар G; Gs d> 


е 72|» 


局 正六 面体 重 侣 的 刚体 送 动 群 , 有 如 下 儿 种 情况 ,如 图 4-6-#6， | 

Q ж з M {у л; Ж5(1)62)63)6(4)(5)66), 828 (У. 

@ 绕 过 t1) 面 (6) 面 中 心 的 АВ 轴 ( 图 (ау), Е +90°, 4 
应 有 有 

(1)(2 3 4 5)(6),С1)(5 4 3 2266), 

СТУС ЕШ ЖИ ЛГ, АК] 2858533 6 Л. 

国境 АВ ВНЕ 180° WACO AHG 5)(6), ЖЖ ах 
《C277, 同 类 的 置换 有 3 个， 

өза CD ИЕ 1809001 GD 的 置换 为 


《1 6)G2 5)(3 ARIGI 


正六 面体 中 对 和 角 线 位 置 的 平行 的 楼 有 5 对 ， 故 同类 的 置换 
有 6 个 。 

ФЕИ Я EF Ш + 20906 (c)),#8 EF W 
转 12099 А 9(3 4 6)(1 52), #š EF 旋转 一 120° ДВ 
(6 4 3)(2 5 10, 55 GY. 

焉 六 面体 的 对 角 线 有 4， 故 同类 的 置换 8 个 。 

于 是 不 同 的 染色 方案 数 为 


ме Lir + 6.2 + 3.2 + 6.2 + 8.2] 


m J [64 + 48 + 48 + 48 + 32] = 10. 


例 呈 ”用 两 种 颜色 给 正六 面体 的 八 个 顶点 着 色 ， 试 问 有 多 少 
种 不 同 的 方案 ? 

和 例 4 相似 ,不 过 把 六 个 面 的 着 色 改 为 8 个 点 的 着 色 , 使 正六 
面体 重合 的 关于 顶点 的 运动 群 是 

1) ваб (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7у(8), ERON. 
| (2) 绕 xx ШЕН 59020 k 2 3 4Х5 6 7 8), 
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(4 3 2 1)(8 7 6 5), ВАС, 同业 的 置换 有 6 个。 

(3) £S хх 加 旋转 180000) 00 2001 3 (2 4)(5 726 8), 
式 汐 (2)', 同 类 的 置换 有 3 个， 

(4) Š уу НЕЕ 1809 的 置换 (1 DO OG 5)(4 DRA 
为 23 ,同类 的 置换 有 6 个 。 

(5) 绕 ss' 旋转 土 120° 的 置换 分 别 为 

(1 3 6)(4 7 5)(8)(2),(6 DG 7 902). 

格式 为 (3YC1Y。 同类 的 置换 有 8 个 。 

依据 Pólya 定理 ,不同 的 方案 数 为 


тв ИЗ И. +8. 2) 


== 23, 


#6. RTR EDIE 1,2,3,4,5,6 “ХА, Пре р 
不 同 的 方案 ? 

解法 1; 

问题 相当 于 对 正六 面体 的 
тя, ВЕ 2, 
要 求 各 面 的 颜色 都 不 一 样 ， 求 
不 同和 的 方案 数 . 

$ 个 面 用 5 种 颜色 涂 染 ,各 
тижелжінкж 61 种 方案 . 
得 其 中 有 的 经 旋转 使 之 重合 的 
算 同 一 种 。 依据 例 4， 可 知 旋 
转运 动 群 共 有 24 个 置换 ,观察 
3Х 61) 种 方案 症 这 群 的 作用 下 的 置换 关系 。 

Н 6 种 方案 为 пуя 8。 

单位 元 素 对 应 的 党 换 为 (я). Ср). 


图 4-6-7 
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由 于 6 个 面额 色 均 不 相同 , 故 对 其 它 23 个 置换 没有 一 种 方案 
能 保持 不 变 的 。 设 24 个 置换 中 р 为 单位 元 素 , 即 不 动 置 换 。 其 
ЖА 名? 加 bs。 因此 有 
Cp = 61,610) = ср} сара) = зс = сура) = 0. 
根据 Burnside 引 理 ,不同 方案 数 应 为 | 


1 — 
| m= gió жож 07—30, 
ЖЖ 2; | 
下 面 用 的 是 Pólya 定理 和 容 斥 原理 。 
使 正六 面体 重合 的 路 换 群 见 例 4. 用 所 种 颜色 对 正六 面体 的 
六 个 面 进行 涂 染 可 得 不 同方 案 数 为 ws。， 有 


so im + Smt + 121 + Вт], 
1 24 
* Таз 2 +8 — 2.1; 
” rü 24 и 
ль — J 13.2 1202086 020] 
= l [240] = 10; 
24 
ње 1. 0304-36 304012037485 37] 
= 1 [1368] 一 57; 
24 
п Сазе 1-4 +8. 4] 
1 
== 1 [5760] = 240; 
24! 1 ; 
m= ее + 12.5 +8. 51] 
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1 
= .1 [19200] = 800; 
241 1 , 
"= 16035695126 +86] 
= 1 [53424] 一 2226. 
24 


& <= НЕКИХ Ж АЖ 
于 ; 种 颜色 的 方案 数 。 


L= n = 1; 


2 
цы (о) ете -2-8 


„=ъ—(,)»—(,)! 
нап д — — 
3 3 2 1 1 £ 


= m — 3h — 31, = 57 — 3 X 8 — 3 =m 30; 


а (0) (i)a C) 


= 240 — 120 — 48 — 4 = 68; 


= (2) (2) (3) 


= 800 — 340 — 300 — 80 — 5 — 75; 


ак (a= ($)a- (0-я 


— 2226 — 6 X 75 — 15 X 68-20 X 30 — 15 X 8 — 6 
= 2226 — 450 — 1020 — 600 — 120 — 6 = 30 
ФИТ. 在 正 6 和 而 体 的 每 个 面 上 任意 作 一 条 对 角 线 ， 有 多 少 种 
方案 ? 
Ж. 因为 在 每 个 面 上 作 一 条 对 角 线 的 方式 有 2 种 , 记 以 可 参 
Д ШЇ 2 着 色 的 思路 ,但 是 在 必 4-6-7 th, ШЕШ ЛД ДЕШ БЯО АН УЯ. 
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论 怎么 作 , 绕 xx 转动 十 90e， ҮЛГІ 
类 型 轴 转 动土 90° 也有 同样 的 问题 。 而 绕 其 它 类 型 的 轴 转 动 及 线 
хх ”转动 180* 都 可 等 同 于 面 的 2 着色 。 
于 是 不 同 的 方案 数 
M= у; +06872 3. 628.2 


= 8. | 
Еш о. 6.2 这 一 项 正 是 体现 了 上 面 所 作 的 与 面 2 车 色 不 同 之 处 
的 分 析 。 


$7 ЖОЖ ЖШ Pólya 定理 


前 面 介绍 的 Polya 定理 主要 用 之 于 计数 ， 在 这 一 节 里 将 把 
Pólya 定理 推广 到 母 函 数 独 式 , 它 不 仅 可 用 于 计数 ,还 可 以 用 之 于 
对 状态 进行 列举 . 

иче (а;,а2.93,0), 用 Сеізсіз 6з) 三 种 颜色 来 涂 染 ， 
тян, ИМ a Ж с, @, о Ë c; Ё, a 着 с, &, 
в, 着 с, @. 规定 对 象 顺序 是 102439, ЖЯ а ЗЕН cers, 
ЖУК. | 

如 果 我 们 并 不 关心 昊 体 的 对 象 涂 染 了 和 什么 颜色 ， 只 关心 这 广 
索 用 了 了 哪 些 颜色 ,还 可 以 把 crestar 写成 еее: ` 

例如 用 b.z,r,y 四 种 颜色 涂 染 三 个 同样 的 球 , 所 有 方案 可 写 
为 tgr ку), ЕЕ 091, KERETIK. 

(b - g + r + y)! = b' + g' + r? + y! + З ЗВУ 

+ 32у + 302 Зе + 3g'y + ЗЬ + 3r2g + 3г!у 
+ Зуя + Зу Зу + 6bgr + 5bZy 
+ бега + баку. 

展开 式 中 的 文字 项 表示 方案 ,系数 为 方案 的 数目 。 
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可 把 上 面 这 种 方法 用 于 Pólya 定理 ， 

Жз п АДУ Bi И ЖП Л РЕ а 进行 着 色 ,对 应 于 置 
换 圳 的 下 阶 循环 因子 ,其 中 不 个 对 象 , 同 一 颜色 用 了 有 次 , 故 在 

m= l- [mtw 十 mm* 十 ... + m] 
61. 

中 те» 项 用 

(Һыу + bl + 6 + БР 

-.- (br + b5 + -- + уар 

取代 得 


Р = 1 [sve Ds oD - ө? + тазы). . „вед 
ісі 
+ айы... еер], 
其 中 
к= (сі + сі + --- + су, &— 1,2,* * * f, 
AL 有 三 种 不 同 颜色 的 珠子 ,有 它 装 成 四 个 珠 邓 的 项 链 , 间 
有 哪些 方案 ? 
见 图 4-7-1, 使 之 重合 的 运动 有 关于 圆 环 中 心 旋转 25909 和 
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180°; 有 关于 ха ЯП уу НЕШЕ 180°. ЕАС 
С, Си) бәз ) б, Ce) Ce Yr а)» 
СЕЛ Со) Сез) б ра), 
42 гу)», D4) Со ІСІ оз)» 
СТЕ? РІСІ 22) (в, м). 
其 中 格式 为 
СНУ CO УРА (2322893 №, (ГС) 的 两 个 。 根 据 
Pólya 定理 个 同方 案 数 为 


m= O H23 43.32 2.3) 21. 


具体 的 方案 是 
Р = ++ гу + 2( + g + r) + КР 
+ Z + г” + 207 + 06 + z + ry] 
= + r* + и + Бе + brt rgt Бр? + та" 
| + 280 ори + 2,5 + 2birg + 242 + 2brg', 
其 中 Вуд ЮЖ 2, РНЕ, —#L— НЕ 
2. ШІ 
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例 2， 由 四 颗 红 色 的 珠 凤 在 正六 面体 的 四 个 角 ， 试 求 有 窗 少 
种 方案 ? 

问题 相当 于 用 两 种 颜色 对 正六 面体 的 顶点 着 色 ， 求 两 种 颜色 
相等 的 方案 数 。 从 85 的 例 5 可 知 , 茵 换 群 的 阶 数 二 24， 其 中 格式 
为 QI 的 1 个 ,C4 的 6 个 ,C27》 89 9 Tr (122032 98, 


Р ~ 5 [( + rF + 605 + riy + 9(8 гу 


+ 8b + „усь + оу], 
其 中 оғ 的 系数 为 
2 [С(8,4) + 12 + 9С(4,2) + 8С(2,1)С(2,1)] 


Те h aro AX + 32] 
24 41 2] 


= 1 [70 + 124 54 + 321 = 16847, 
24 24 


202020000 


图 4-7-3 


#13. 86 例 6 的 求 豚 子 的 不 同方 案 数 , 尚 可 用 琵 机 数 型 Kilya 
定理 解 之 如 下 : | 
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o= È a а Ha аж + zY 


+ 6(x, + x; + z, + x, + xs 5 
x (=! + = + zl + xr + x ++ д) 

+ 3( x, + zx, tn T z, + zm; Ко) 
x (x + xÍ + x! + xl + xi + ду 
+ ба xi + xÍ zi zl + zh: 
+ а ат z+ x+ м1, 


求 其 中 TI ss 项 系数 ,该 项 只 能 出 现在 
(x, + x, + x, + x, + x; + жу 
фі, Вр20 61. ТІНЕ ЗО 61/24 == 30, 


8 图 的 计数 


Polya 计数 定理 可 以 用 来 对 图 进行 计数 。 

同形 的 两 个 图 形 算是 一 个 图 
E, 间 # 个 顶点 的 简单 图 有 多 少 个 
不 同形 的 图 形 ? 这 就 是 这 一 节 要 讨 

论 的 内 容 。 
简单 图 指 的 是 过 两 个 顶点 没有 
w 多 于 一 条 的 边 ,而 且 不 存在 图 的 图 
形 。 问 题 相当 于 对 ”个 无 标志 顶点 


的 完全 图 的 20% 一 1) 条 边 ,用 两 种 颜色 进行 着 色 ， 求 不 局 方案 


数 的 问题 。 比 如 两 种 颜色 x,y， 令 着 上 色 y 的 边 从 图 中 消去 ， 得 
一 # 个 顶点 的 简单 图 ,从 母 函数 型 式 的 РЫуа 定理 可 以 得 知 不 同 
形 的 简单 图 形 的 数目 ,举例 如 下 。 
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例 1， 三 个 顶点 的 无 向 图 ,从 356 Pj 1 知 


G= {еее ), Сезар») КОУЛУКСУСУЭР 


Се) Солоу), Сиз) Соо). 
Р(х,у) = 2. [С + у) За + у) X (x: + уу 


+ 2(х*-Е y')1 — x' + y' + ху? + x°, 
М Р(х,у) 可 知 对 图 4-8-1 的 边 着 色 其 中 三 条 边 都 着 以 色 
х 的 有 i: 同样 两 条 边 , 或 一 条 边 , 惑 无 一 边 着 色 * 的 方案 各 1， 把 


着 以 色 y 的 这 消除 得 : 


Ж / / . 2. . 
(a) (82 Се} ч) 


4-8-2 
型 1 
4 е 
vi “ 5% 
图 4-8-3 


#12, Р 4-8-3 的 关于 顶点 的 置换 群 为 对 称 群 S. 


e = (бу), e, = (изв), г; = (2,23), 


#4 = СОР es = (01,03), ев 一 СИЭР 


= 


ь 131» 


— -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


下 面 观察 在 5. ЕЯ F, еле, еее: ПРЕ. ВУ РЕ 
Жа (елә), МАРЕ (әне ОСА)» e= (ел) ЖЖ, 
ey = Сома) ЖЖ, {Н e, = Consta) Ж е, = Cors) ea = Сә, 
24) 被 ес (0,06) ARR. МОН (рр) 对 应 于 过 的 置换 
(° 6) ёз @4 6; 64 
Ы 


С; Cs Cç Су C4 


) 一 са Ха Kese: Keres), 


“,.7-.ш v: е ™ 


图 4-8-4 


下 面 把 群 ¿ 所 对 应 的 置换 列 于 表 4-8-1 h, 

从 表 4-8-1 oH Ga 群 格式 为 [1 了 的 一 个 ， (695634 的 9 个 ， 
(СН 6 УЗ, 

НВА РАВНО Pólya 定理 得 

P(x,y) = д [Kx + y + 9(z + у) 0а? + уу 

+ Ки у) + 60 + уба + У] 
= x + y + 27у?! 4- За?у? + 20у‘ + жу + уб, 

对 应 和 的 图 象 如 图 4-8-5, 
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сахаха ед С Хе Xe, XX. Xe Ke) 

б; #у ба 6 б, 

Соу) | = (s, Net Хе: KE) 
е, by fe 6, ғ 
©, Ғу бұ €s С, 

(егеу) ) теге; Хе, Же, Хи.) 
ғ, Ғұ 4, бу б, 
е; Ғұ баб; % 

(ғын) = (ei, X e а Хе Кеа) 
еҙ 6, 6, 4, ғ) 
гу «у 7, ер Cs 

(т.е) ) = (еб е, Ке, e.) 
É, f: =: ЫЙ ғ; 
6, 47, 8 Py f 

СЭ; ) = (еле, (езе, X e X e) 
Еу Ғұ бү бу Fa 
ғ, Ey 4, 4; б 

Cuye.) ) = (e, Хе, Хае X e ev) 
ее *#, 
©, ©, 7 4; с, 

Сетара) ! ) ше Ce es 04644) 
ға 6, 4, 9: 
6, ғұ ©, és. б, 

Сок.) ) = (2,6,4, Ketat) 
€ 4, ©, 6, f 
7, 6. 4, 4; бү | 

(ет: ) белее, Хата 
64 4, ©, ғу É ` 
б. бы 4, бу Cs 

(вт: )- Ссуғағ, X s 6465) 
é, ғ, бу є ©, 
бі бу Ға ба Ғ, 

Сені) ) ем, (ее) 
f, Ғұ 4, f; б, 
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С... ..— w  — жи м... -- 


PETEN 


S, ©, 


13 Сен} 


бү бу 6; 74 fs 
( = бе, еее) 


еее е, е, 


14 CPPP) ААА ССЭ. 


15 (ев. } жене, еее. 


16 (ира x= (еее: Хақ?) 


-| НИ 


17 (ве. Сееке,е, (в. 


19 Cypser У жа Cetati Сезе.) 


20 РТ = (бее, Keeser) : 


21 (m b t p.) = Ce, ese X ese.) 


= (e, Xe; ere езет) 


23 í бе = Сезе Хозе, er Hes) 


6, €; бр бу бз € 


= ad Се. Же X exe) 


.) 
4 
.) 
.) 
ә» (ШИ?- 
в | (әгә ñ 4.ш» “саах 
.) 
.) 
.) 
„ 
.) 
.) 


2+ РСА. 


fi Е: ез 0 кере 
22 (min. X n pa) ( 


б; ғұ Ға fy 65 


. 234 。 


т К. 
сшшшшый 
БИРД 


@ 0 ө ш) о о “y 


图 4-8-5 


俩 3. 求 四 个 顶点 的 有 向 图 的 不 同 图 象 有 多 少 种 ? 
和 上 例 不 同 的 是 四 个 顶点 的 有 向 图 的 迪 不 是 6 条 ,而 是 12 
条 。 


ШІ 4-8-6 


ЖЕ = 5% 导出 关于 Роб" s; й) 24 Bf 
RAR HEAR 0,0100) Шу 6 4, GY 89 A GYF 


4235" 


893 1,4) 的 6 +. 
根据 Pólya 定理 可 得 


Р(х,у) 一 5 бе + y) + 6(x + ууа + Y 


+ 8( + y" + 3(2 + уу + 602 + У] 
= xP 十 ұту + 5x!y2 + 132222 + 27xšyt-F 387 

+ 48xty* + Зву? + 27z5y' + 1322 

`+ 522 + xy" + y 


(а) 0) ж ЕСІ (a) | 


Е 4-8-7 


其 中 су” 的 系数 为 5， 即 有 了 两 条 过 的 四 个 顶点 的 有 向 图 有 5 种 ， 
如 图 4-8-7. 
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1. 试 证 (+-~2-23 对 应 关系 是 同 构 。 

2. 试 证 对 于 有 限 群 6 的 任 一 元 案 *， 存 在 一 鉴 数 r, 使 得 
ma А re БЕС 的 阶 . 

3. 斌 证 下 别 函 数 对 于 运算 feg Қит) 是 一 个 群 。 


Мб) = r, ORESTE OLEE? 


х 
х— 1 


х — i 


А í Kz) = 


{Ху = ті hix) = 
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4. 一 正 立 方 体 的 六 个 面 用 grst ДЕ ДЬ, RE p ИЛИ КИВ 
?两 个 面 用 色 y， 其 余 一 面 用 2, 一面 用 r 的 方案 数 ， 

.对 一 正六 面体 的 八 个 顶点 :用 > 和 r 两 种 颜色 染色， 使 其 中 有 5 个 顶 
点 用 色 y, 其 余 3 个 顶点 用 色 "r， 求 其 方案 数 ， 

6. 由 ыы 三 种 颜色 的 5 颗 珠 于 镶 成 欧 回 环 ， 共 有 几 种 不 同 的 方案 ? 


4-1 


? ,一 个 回 醒 上 有 К, Hi a ВИАН о АТАА, MRAMA 
不 少 于 s 的 方案 数 ， 
8. 若 已 给 两 个 + 色 的 球 , 两 个 上 色 的 球 , 用 它 装 在 正六 面体 的 顶点 ,试问 
有 多 少 不 同 的 方案 ? 
9. 试 说 明 5, 群 的 不 同 格式 及 其 个 数 ， 
10 .图 4-4-1 ПЕНДЕ КН, ЖЕ Кн И ЮЖ 
ВН) — 25 НРК АНУ? 
11.7ЕЛЕ Я 面体 的 每 个 面 上 都 任意 引 一 条 高 ;有 多 少 方案 ? 
12 .一 幅 正 方形 的 肖像 与 一 个 立方 体 的 面 一 样 大 。5 楼 相同 的 尚 像 贴 在 
立方 体 的 6 个 面 上 有 多 少 种 贴 法 ? 
13. 止 多 面体 中 与 一 个 顶点 相关 的 各 面 角 之 和 与 2х 的 其 称 为 该 预 点 的 
欠 角 .证明 凸 多 面体 各 项 点 欠 角 之 和 为 4r, 
14. ЕНЕ ЗӘР ЕЕ 6 ВНИИ. 
(2) 一 个 足球 由 窗 少 块 正 5 边 形 与 正 56 边 形 组 成 ? 
СБ) 把 一 个 足球 所 有 的 正和 边 形 都 戎 入 黑 色 * 正 5 边 形 则 藉以 其 它 备 
色 , 每 个 5 边 形 的 着 色 都 不 网 ;有 多 少 种 方案 ? 
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aoaiina -ae плит с s - —— 0 © 


(5.(а) 本 质 上 有 多 少 种 确实 是 2 ТЛИ? 写 出 其 布尔 表 
达 式 。 
(5) 本 质 上 有 有 多少 种 确实 是 3 个 输 人 端的 布尔 电路 ? 
16. 用 8 个 相同 的 山子 开 成 一 个 正 6 面 笨 , 有 多 少 方案 ? 
17. 正 六 面体 的 六 个 面 和 八 个 项 点 分 别 用 红 , 蓝 两 种 颜色 的 珠子 庶 人 , 试 
疝 有 多 少 种 不 同 的 方案 数 ? 《旋转 使 之 一 致 的 方案 看 作 是 相同 的 》。 
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第 五 章 区 组 设计 与 编码 
$1 Т 7 
1. 91388534 H 
НЕЕ А,В, С EPAR k hb J PA Sy 
E. К 5-1-1 的 Ca), (5)， 则 可 能 由 于 自然 条 性 


的 差异 ,使 试验 不 准确 。 较 合 运 的 试验 方案 如 图 5-1-2, 其 特点 是 
每 行 , 每 列 都 有 一 个 A,B,C, 


(а) с) 


El 5-1-1 


ХЖ НЕН dis dis dss disde ds 给 六 位 病人 进行 试 
验 ,疗程 为 一 个 星期 ， 若 采用 表 5-1-1 最 简单 的 方案 ,其 缺点 是 后 
服 的 药 的 疗效 可 能 朗 好 一 些 ， 因 为 前 面 服 过 的 药 已 起 作用 。 如 车 
改 为 每 人 在 6 夫 中 只 服 一 种 药 ， 间 样 也 存在 缺点 。 可 能 有 的 药 对 
某 些 病人 人 有效, 对 另 一些 病 人 却 无 效 . 

理想 的 方案 是 在 这 6 天 中 每 人 者 对 这 6 种 药 进行 试验 ， 每 天 
都 有 这 6 种 药 对 六 个 人 进行 试验 ， 丽 不 是 要 么 同一 天 里 只 作 一 种 
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药 的 试验 ,要 人 么 一 个 人 只 对 一 种 药 作 试验 . НАЗЕИВ—6Хб 
的 矩阵 ,可 以 把 以 上 的 讨论 推广 到 由 元 案 1,2，…,# 构 成 的 x* хол 
方 阵 Cajas. ЖАНЫ. ЖЕЛІНЕ 1.2,....n 各 出 更 一 次 。 这 样 的 
方 阵 就 叫做 拉丁 方 。 


l 2 3 4 5 6 

6 1 2 3 4 5 

5 6 1 2 3 4 

4 5 6 1 2 3 

3 4 5 6 1 2 

2 3 4 5 6 1 
2 正 交 的 拉丁 方 


o. MEAR 36 名 军 宵 问题 谈 超 。 分 别 由 6 个 邮 区 来 的 , 5 个 不 
同 军 衡 的 军官 各 一 和 名, 共 36 名 。 现 要 让 这 36 名 军官 排 成 6 x 6 的 
证 阵 , 使 得 每 行 ,每 列 都 有 一 名 军官 来 自 不 同 的 地 区 m LEA 
到 都 有 6 个 军衔 中 的 侍 一 个 。 
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.每 一 名 军官 都 有 两 个 标志 ,一 是 军衔 , , 一 基 来 自 的 地 区 , 即 对 
应 一 对 数 个 (2,0), 其 中 i 为 他 的 军衔 的 标志 : 1 站 他 的 所在 地 区 . 
的 标志 , і,4-- 1,2,::-,6, 

如 果 只 要 求 每 行 ,每 列 都 各 有 一 各 军官 来 自 6 个 不 同 的 地 区 ， 
不 间 其 军 衡 如 何 ， 列 问题 为 求 一 个 6 x 6 PJP T y, 如 车 只 要 求 
每 行 ,每 列 都 有 6 个 军衔 中 的 尾 何 一 个 ， 而 不 管 他 来 自 什 么 地 区 ， 
则 问题 义 变 成 为 求 另 一 个 6 x 6 的 拉丁 方 。 ажын 
一 由 数 偶 7,3). 构成 的 6 x 5 的 方 阵 , 其 第 一 个 数字 构成 了 一 个 
拉丁 方 , 第 二 个 数字 构成 另 一 个 拉丁 方 ,而 且 36 АР О, у т 
一 对 数 偶 都 只 出 更 一 次 。 
ЖА: 设 4 Сау,» d: — (аф), 是 两 个 n x s 的 
ATE. жж сз 2 
CaP sai) urn ЕЕ 
中 的 = ЛВ ТҮЗ Ж.Ж, isim 1,2,:--,т, ДИ A 
和 4, 正 交 ,或 4, 和 4 是 互 柱 正 交 的 拉丁 方 。 | Ё 
Pl: 如 


123 132 
«|: 3 \\ lt 1 ) 
3 1 2 3 2 1} 
都 是 3 x 3 的 拉丁 方 ， | 
(1,1) (2,3) (3,2) 
(е 2) (3,1) (1,3) | 
(3,3) (1,2) (2,1) 2. 
АНА, А, ЖІ A, 是 互相 正 交 的 .， 36. 名 军官 间 
题 实际 上 是 求 一 对 6 х 6 ЛЕУ ТУ. 并 不 是 任意 阶 的 正 交 
拉 于 方 都 是 存在 的 , 36 名 军官 问题 就 是 不 能 解决 的 ， 


研究 正 交 的 拉丁 方 问题 有 着 实际 的 意义 ， 比 如 三 种 治 发 铬 的 
药 和 三 种 治 感 冒 的 药 配 合 ,给 三 位 病人 进行 疗效 试验 ,要 求 在 三 天 
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内 每 人 都 服 过 这 元 种 药 ， 牙 哪 一 些 配合 辣 效 最 好 。 这 时 就 得 用 上 
ГЕЈ З ИЕТ. i | 


3. 正 交 拉丁 方 的 基本 性 质 


ЖИ: ”互相 正 交 的 # 阶 拉丁 方 的 个 数 不 超过 7 一 1 个 . 即 着 
А» A 4 
ЕРЕ АУ о МГБ, k < + — 1, 
ШЕ 设 sai es 21,2, "sn 的 一 个 排列 ，41 一 Са Эх», 
і-1,2,--,4, ЖА А, 作 如 下 的 置换 
(i 2 --. # ) 
. а, q “-"“ 8, 
得 一 方 阵 2,-- (40)... 下面 证 4 与 Ao A EX, mE 
ЖА, ЛЕ А, Ж А, E3, 
(Се, 9), (5-1-1) 
中 至 少 有 一 对 数 偶 出 现 的 次 数 超过 1 К. ІМ аа), 
Caaan) 在 (5-1-1) 的 矩阵 中 出 现 不 只 一 次 ,说 明 数 个 (ma) 在 
Kaisa Pare | 
申 出 现 的 次 数 超 过 1 工 次 , И 4, 和 4, 互相 正 交 的 假定 矛盾 ， 
这 就 证 明了 可 以 对 拉丁 方 4 作 任 一 置换 
(2 2 ея ) 
а ú "° (4, 
得 另 一 拉丁 方 4, 以 取代 Я, ЖЕЖ 241,44,,-::, 4, 的 相互 正 交 
Е. 4,6, -;,4, 也 有 类 似 的 性 质 。 根据 这 个 道理 ,不 妨 假 定 
Ais A 的 第 1 行 都 是 (t 2-- х) ERIS < m =š k, 则 
方 阵 
а,» 
的 第 1 PRE (01,1)(2,2)у---(я,яу), "1" 不 能 在 第 1 列 中 重复 
нн, 4,4,4 的 第 2 行 第 1 列 元 素 没 有 一 个 取 “1" 这 个 
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数 的 ,而 且 各 不 相同 ， 如 车 不 然 «Р — аа, 
(Саф, ае?) ), м, 
HRA (4,4) 至 少 出 现 两 次 ; 一 次 是 在 第 1 行 第 4 列 , 一 次 是 第 
2 行 第 1 列 , 这 与 4 与 A. ЕНЕ ЖЕ. 
由 于 А, 4,,---, A. 的 第 2 行 第 1 列 元 素 不 为 1 而 互 不 相 
AH RADER 2,3,9. HRI Ж, < n — 1. и 


2 ниж & 


为 了 讨论 正 交 的 控 丁 方 的 需要 ,引进 域 特别 是 有 限 域 的 概念 ， 

ЖУ: КЕЖТаЯНИС ЖЖ а РЫЛЖЕХЯ 
“к + “丙种 运算 ， 并 满足 以 下 Р.Е, Ps 三 个 条 件 的 代数 系 
(Е, +, Ух. 

Fi: 的 元 索 关 于 “十 "运算 成 交换 群 , 设 其 单位 元 素 为 0。 

Е: РОЧОТИ. 

BB,: 分 配 律 成 立 , 即 对 于 a,b,c € F 有 

аб Със) а b+ e, 
(+ суа Ба + са, 

Я. е. Јери ЕВЕ, 
分 别称 为 实数 域 和 复数 域 。 

忆 集 合 的 元 索 除 去 元 素 0 以 外 关于 乘法 成 交换 群 ， 其 单位 元 
ЖИ 1 过 示 ， 在 不 引起 混 现 的 情况 下 就 用 0 和 1 分 别 表 示 玉 关于 
“十 " ,和 FF\{0} 关 “。 ”运算 构成 的 交换 群 的 单位 元 案 。 

集合 王 的 元 素 个 数 为 有 限时 , 称 为 有 限 城 . 

ЖРЕЖЫ,Ш F = 10,1,2,-,р-- ПЕ modp ЖУТ 
关于 加 法 “十 ,乘法 - “成 域 。 

ВОН подр ж У РАНА, ЈЕ в — bmodp,B] a — P = sp, 

五 关于 加 法 运算 构成 交换 群 ,容易 给 予 证 明 ， 要 证 明 11,2, 
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“一 1} 关于 车 靶 运算 构成 交接 群 , 只 要 证 属于 集合 中 的 任 一 
ЖЖ а 在 在 逆 元 过 就 可 以 了 ， 由 于 疡 是 素数 ，= 和 的 公 央 子 为 
1。 疏 唯 一 地 存在 整数 和 < 使 得 . 


ab Корс = 1, 
所 以 
ab = 1 тойр, 
+ а1 2 3 + 
0 
1 
2. 
3 
4 
6 就 是 # ПИЛ, 
1 2 3 4 
1 1 2 3 4 
2 2 4 1 3 
3 з 1 4 2 
4 +4 3 2 1 


ERRET p = 5 hf, F= {0,1,2,3,4} 在 mods ЖУТ 
“+”, е. "运算 成 域 。 

然而 ?不 为 素数 时 则 不 然 , 这 只 要 从 下 面 的 例子 恒 可 看 出 ， 
p = 6 时 有 
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+1012 3 4 5 
0 0 1 2 3 4 5 
1 1 2 3 4 5 8 
1 2 3 4 5 0 1 
3 s 4 5 0 1 2 
4 4 5 0 1 2 3 
s |5 o t 2 3 + 
. 1 2 3 4 8 
1 1 2 3 4 5 
2 2 4 0 2 4 
3 3 озо 3 
4 4 2 0 4 2 
s | 5 4 3 2 1 


是 素数 , 则 Е--10,1,2,:--Р 一直 在 mod p 的 意义 下 ， 
жр", - "运算 构成 的 域 用 GFO) Жж. 


$3 Galis $ GFU") 


系统 地 讨论 GF(p*) 球 属 于 近世 代数 ,下 面 仅 仅 简略 地 介绍 . 


1. 多 项 式 
р(х) = ат акк + + * - + axt, a, € F, i= 0,1, .- k. 
. 如果 下 的 元 素 个 数 为 p， 则 不 同 的 多 项 式 peT рез, 
BD pek + 1 fr P 进 制 数 aktex- 5 020100 一 一 对 应 ， 
例如 F= GF(2) = 10,1}, 二 次 以 下 的 多 项 式 有 
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ee EE ee Ee = > 


Pu (z) = 0, 


Po (z) = 1, нж 
Рао(х) = =, } ж 
Pa (x) = 1 + ғ, 

Piola) = 22, 

Ви (x) = 1 + =, 

Рыб) = х + t, ?次 


ФК) 一 1 + x + Z, 
若 P 是 素数 ,系数 在 СЕС) 中 的 多 项 式 集合 用 СЕ[Р,х19 
2. Ж РОЯ q(x) 都 是 属于 GFEP,x] 的 了 两 个 多 项 式 ,而 且 p(x) 
的 次 方 高 于 gi) 的 次 方 则 存在 属于 СЕ[р,х] 的 多 项 式 s(z), 
r(x) ,使 得 | 
| ря) — а) + г), 
其 中 "fo 的 的 次 方 小 于 ОК. 多项式 re) 称 为 是 和 多项式 
Рх) в, 
如 果 РС ЖЕЕ АЩ Т GF[P,z] 的 两 个 非常 数 的 多 项 式 
(а, РОДЕ СРЕТР, xz] 上 是 不 可 化 约 的 。 
加 若 plx) ,sx) ,9Cx) 都 是 属于 бЕГрР,х1 的 多 项 式 , 而 且 等 
式 
РО) = s(z)q (x) 
成 立 , 则 称 з(х), «(2 是 多 项 式 PORAT. 
和 整数 相似 可 证 : ПЖ p(tx) 和 абон, ВЕЕТ 1 
УРА ЕТ, ЕЛЕ РАЗА, a) bG), tE 
a(x)p(a) 十 bage = 1, 
Ж 六 (xz 是 系数 在 GFCp) 的 在 СЕІр,х1 上 不 可 化 约 的 # 次 
多 项 式 , 则 СЕІр,г1 在 mod т(х) 的 意义 下 分 成 若干 个 同 余 类 ， 
这 些 同 余 类 的 全 体 用 СРР, "ОО 表 之 。 则 关于 通常 意义 的 多 
项 式 的 "十 "和 ”* "S R, СРР, mai 构成 一 元 素 个 数 为 如 的 
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域 ,用 СЕСр") 表示 ， 

证 明 留 给 读者 作为 练习 ， 

例 。 mw) tatl 在 GF[2,x1 上 是 不 可 化 约 的 多 项 
Ж, GF[2,xz] 的 全 体 modm(x) 的 同 余 类 为 

{0,1,ж,1 Hr, l + а, хд, Еа, 5-3-1, 


Ж 5-3-1 


h + = 


1 + *' 


x + x' жк ља 1 


Тита! 
i 


HF mod(1 х + >), Ж 
x= 1 + x, 
мых, 
x= = | + x а, 
x == | + x”, 
x =a |, 
可 见 {0,1,х,1 Ех, Кыс + x + HR PRR— T 
АЖ GF[2,1 + x + 1, 
定理 : Жо GF[p,mfs)] 的 非 去 元 素 , 则 


LET — L 


. a 
证 : + р"—1— АИТ СР[р,т(=)1 B А ЧЕ Ж 
ж Піз0 За. б 为 其 中 任 一 元 素 , 则 I 
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0,0045 * * уай 


互 不 相同 ,否则 设 
mt; = сну, 
оба; — a = 0, а, = а, 
mE 
й ы t 
H Car) 一 “Ц в; = H у 
ЕП 


Со 一 DI а = 0, 


`. sk — 1. 
ЖЕ: Ж 0, ал02," уш 是 СР(Р,т(х)1 пу Фф. ЖИІ 
在 СЕ[р,т(х)1 中 有 
к?" — x = rle oa) — а). (2 — в), 


ТЕЛА. 


$4 正 交 的 拉丁 方 


定理 : нере, HE. # 尘 3, 其 中 是 一 个 素数 ,a 是 正 整 数 ， 
则 存在 # 一 1 ТЕЖЕ п ИТ. 

证 : ”证明 的 过 程 实际 上 是 提供 构造 这 s — 1 个 正 交 的 # 阶 
拉丁 方 的 方法 . 设 mya a,- № GFCO) 的 元 素 ， 其 中 о 
是 0, 4-1 == 1, 

构造 # x n ВН А, А, с, 4... 如 下 . 设 

А, = Са „хь, 8-51,2,-:-,8- 1, 
«0 — ата, Ра Dj 1,2,%%-у n; 
Ез-1,2,-ы.-,т--1, 


其 中 “十 ”,“* Е СЕРУ АП” Әле, ТЕН 
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证 441»44)у55:, 4,4 是 拉丁 方 。 如 者 不 然 ， я Ar 中 第 4 15 Bi 
ТАНЯ | 


‹ { 
ар = ар, 


ВЫ . | ag” a, t арттар * о F озу 
即 аі == шу, 
` j= h. 


WE A, 中 第 j 列 有 两 个 元 素 相同 , 设 
a 一 ар, 
бу * Gá F G; = о,” пу T бі, 
о * (ex — о) = 0, 
Г. ta o; À = i, 
F BLUE А.о, ЕНЕ, 设 Ars л 是 其 中 两 个 : 
拉丁 方 , 但 4, 和 А, RAES, FE 
(а ,„а}?) _ (00,00), 
А) 
о; * G; Тата, *а; Ра, (5-4-1) 
ста, Ра: = as" O; T ose (5-4-2) 
《5-4-1) 与 (5-4-2) 相 减 得 
(G; — cx) * оң == (а; — аһ) “а, 
由 于 а, З 20, о == оруйт f, 


КА G-4-1548 
m GL j= k, | 


iz Ars Azs 4 是 一 组 fi 阶 的 正 交 拉丁 方 , В,,В,,-.., В 
是 另 一 组 m ИНЛЕЖЫГА. 构造 一 组 六 个 s a, КЕМ 


т, 2 
бат, в,) Саф, В.) ... (а, B,) , 


(а, В.) Сар, В.) .х.. Са, В,) 
© шш {5-4-3} 
Саби», В,) бат, rB.) єт аз, 3 В,) 
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r= 1,2,. `" k. 


其 中 (ар, В э Ё m Х я, НЕ к,а k FE INEA 
Са%,57), із-1,2,---,"і; із" 1,2,---, т. 


я 
3 2 1 3 1 2 
а; 1 К «|: 3 | 
13 2 1 2 3 
4 3 2 1 4 2 1 3 
Bels * 1 2] вн 1 2 4| 
2 1 4 3 2 4 3 | 
1 2 3 4 I 3 4 2 


即 Ad 是 两 个 3 x 3 的 正 交 的 拉 了 方 ; B.B, 是 男 一 组 4 X 4 
的 正 交 的 按 丁 方 , 则 可 形成 及 一 组 12 x 12 的 方 阵 : 

(3,8,) (2,84) (1,В,) 
(2,В,) (B) (3,8) |, 
(1,81) G,B) (2,81) 
(3,8,) (1,8.) Ga 


а,ву GB) G,B2|, 
а,в) а,в) G,B) 
其 中 | 


(3,3) (3,4) (3,10) (3,2) 
(3,2) (3,1) (3,4) (3,3) 
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) 
(3,4) (3,2) (3,1) (3,3) 
{3,3) (3,1) (3,2) (3,4) 
(3,2) (3,4) (3,3) (3,1) 


G, B.) 一 


(3,B;) = 


ez (3,3) (3,2) (3,1) 
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著 分 别 对 此 12 个 数 偶 给 以 从 1 到 12 的 标号 ， 便 得 两 个 12 
x 12 的 拉丁 方 。 
ЖЖ: h (5-4-3) 给 出 的 Cis Cis -4ta С, 是 一 组 (тт) 
X (тт) 的 正 交 拉丁 方 ， . 
证 : ”人 先 证 明 С,,С,,--+,С, ЖЕУ Т b WE С, 的 构造 ， 
它 的 每 一 行 , 每 一 列 的 数 侦 不 是 第 一 个 分 量 不 相间 ,就 是 其 第 二 个 
分 量 不 一 样 ,因此 每 行 、 每 列 的 元 素 都 不 相同 。 这 就 证 明了 所 得 的 
НЕЕ Су. Сав". 是 拉丁 方 。 . 
下 面 证 明 CoCo C 两 两 互相 正 交 ， 如 其 不 然 , 设 其 中 
Ж С,,С, 不 是 互相 正 交 。 则 存在 ij;f 1 ,p937 эл 使 得 
ССа#, Б), Сар Бу) — (Cayo НР) Кам, ЫРУ), 
л Са р, у == (а, Ы), (5-4-4) 
Са Б) "= Сасе, 6). (5-4-5) 
т Adis Beo B, Е T H i 5-4-4),(5-4-5)4 
а= аё, aj = аы» 
` i= p j = 4. 
E = ЫР, bip = P, 


.. f = r, L= s, 


$5 均衡 不 完全 的 区 组 设计 《BIBD) 
1. 基 本 性 质 
$ Хол, #6). ВЯ X КОЖЕ BSPC 组 设 
计 , 指 的 是 由 七 中 的 一 子 集 构 成 一 组 , 共 得 5 组 , 设 为 {Bi1, Battes 
Bl, 每 组 下 个 元 素 , 并 满足 以 下 的 条 件 ; | 
(ау ХїйҖ——лЖ{Е b iB НЕННЯ ғ 次 ; - 
G) ЕЖЕ b B ЧЕЙНН ШЙ А W; 


(с) А < v, 
均衡 不 完全 的 区 组 设计 以 后 简 记 为 HBD， 即 为 Balanced 
Incomplete Block Design 的 缩写 。 
11. X = {д,„хл уху, 206 0 一 1 
v= 9, 
В: ristist; PETERE Ву: ду, Жаз29) 
В+: хх; Ву ТЕЛЕТЕРЛЕЛЕЛІГІС 
В,2 х).5% 39; Ву1Х),%6, Жү; Bu: лз, Ж), Xu 
Вы! кууу Xa; Bul zx, Ze mi Ват лу Я ть 
H2 „= ф = 15,5 = À 7,4 = 3, 
By: Eis Eis Xas Xas Муз Xss Я 
Ву: Ky Жо Азу Xu s Жау Жау Ж} 
Ву: riy is Xss Жүр Жузу Жз з} 
Ву: хуу Xas Xss fas Жз у Жүз Хз; 
Ву: Zis Xss Хуу Xios Yus Xis Жуу$ 
Be: хуу Zes ту Ха) 3%, Хаз Хз) 
В, хуҗ, уа Ху Жүз Янь Ж} 
В: ль Tyy ло Za s Sigs Xis Хи 
В! х,,Х4, Хуу Жау Жуу Жүз Жиі 
Bu! Xry Xs у tos Ууру Хул э Ёз} 
Б: Х15Х)9 53599 ЫТЫ 
Вы: Fas Ж у Yes Жо э рз Жу у Жез 
1 уҙ Ni 13593 Кыз Журу 055 
Ви: уху Ee Же э Журу Жз у у) 
| Вы: xXyy Nyy Же Каз Хз 2: Хи, 
Хх ЖЖЖ v № ARRA чаж таже үа, Жж 
ОХ ЕЕ. | 
Бур, К,А 是 一 个 BIBD #5 200, BHRR (2,0, 
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rsk i) НЕТ, 
ЗЕ: (C8,g sf 不 ;4) 一 设计 必须 满足 
bk =~ or TO 1) 一 АСғ-- 1), (5-5-1) 
Ш: (1) аі жынын, bk 是 元 素 出 现 的 总 数 ; 集 
Á X BJ r 个 元 素 , 每 个 元 素 在 这 上 组 中 正好 出 现 r К, or 是 出 现 
ЖАЯ. Ж 
6k — vr, 
(2) 集合 和 中 革 - 一 元 案 x, 出 现在 r 组 中 ,r( 克 一 1 是 这 > 组 
中 x, 以 外 的 元 素 出 现 的 次 数 ,% 与 其 余 的 + 一 1 个 配合 成 对 出 
现在 + 组 中 ,每 对 同时 出 现 4 次 ， 故 色 中 x 以 外 的 一 1 个 元 素 
出 现在 这 7 组 中 的 次 数 应 为 XKy — 1). ЖЗ 
СА 1) = a(r — 1). 


2. 区 组 矩阵 


区 组 设计 可 用 其 区 组 柴 阵 А = (а) 来 措 述 Мп) 
4 = СЭР i= 1,2, j= 1,2,-++,ф 


其 中 
1, x; € В, 
а" I 
0, =, & Bi 
如 本 节 的 例 1 的 区 组 省 阵 为 4: 
В, В, В, В, В, Be В, В, B, В, В.В, 
арі 0 0 1 0 0 1801 00 
х|1 0 0 0 1 0 01 00 1 0 
z|1 0 0 0 0 1 0 0 1 001 
xio 1 0 1 0 0 0 01 1 0 1 0 
A=x]0 1 0 0 1 ë 1 0 0 $ O 1 
xlo 1 0 0 0 1 0 1 01 0 O 
х|0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 
zj 0 1 0 1 0 0 0 1 10 4 
іе O 1 0 Ü 1 1 ú bb O 1 ù 
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кзз сн. k. 


ЖИ; ЖТ Cb.c,r,k,1) 一 设计 ,下 列 等 式 成 立 ， 

А47 = (r — DIt АЈ, (5-5-2) 
其 中 I 是 sx ç МАНИ, ЕЛЕ 1 BJ ехе 
БЕ, 

证 : ФВ AAT = С) хез I b; 为 矩阵 .4 的 第 i 行 与 第 
IRAR, bu 为 矩阵 妈 的 第 ІНЕ Е.Ж bar, 
š> j hj 好 一 1， 即 第 守 行 与 第 了 行 中 对 应 分 量 都 等 于 ! 的 个 数 
等 于 ,说明 х 和 x; 在 4 组 中 同时 出 现 。 


r à = 39 
4 г + А 
. ДАТ = |, . . . = (r — i)i + 47, № 


РА 4 e.. r 


ЖИ: > v. 
Ш: НТ Ае, 1) е (0 1), ғай, 
BE bar, 区 组 矩阵 A 可 上 元 素 汶 0 的 vv 一 5 列 形 成 一 
хе 的 方 阵 AmE 
AA = АА], 
det( AAT) = detl А,АГу = det(A der А), 
然而 4, 至 少 有 一 列 全 为 万 , Ж deld) — 0, 


л del AAT) = 0 (5-5-3) 
另 一 方面 
r i А < 4 
т А r А. 4 
«бес AAT) = хоз F ih 
1 4 3 зз + 


右 端 行列 式 的 第 2 列 , 第 3 Ж, 88 о 列 分 别 减 以 第 1 列 得 
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det ААТ = 1 0 0 a 0 


i 0 0 --т:-і4 
把 第 2 行 ; 第 3 行 ,… ;第 v 行 加 到 第 1 行 得 
rt 0 0 


А r— 1 0 
Фе( AAT) = 1 о --- 0 
2 0 .rr 一 1 


= [r + (e — 132](r — 4)” ае 0, (5-5-4) 
与 (5-5-3) 相 矛盾 ， 


. 和 对称 的 BIBD 


Ш ó = e 时 称 这 一 BIBD 是 对 称 的 、 由 于 bkm or, AA 
k= т, Я 
В: х,Х),%) В,15,,Х;) Ху: Вах, тр, 
Ве 2455513 Ву15;»44551) Be! xes xy X13 
ВЫ xa xz, 
恒 是 对 称 的 ,其 中 s= b= 7,r = k — 3,1 == 1, 
本 节 例 2 也 是 一 对 称 的 BIBD. 
对 称 的 BIBD 有 时 便 简 记 为 (v,*,4) 一 设计 ， 


4. 区 组 设计 的 构成 


区 组 设计 的 构成 有 许多 方法 ， 这 一 节 将 介绍 其 中 相对 比较 简 
音 的 一 种 。 
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定理 : ЗАК BIBD 的 任意 两 组 都 正好 有 л 个 共同 的 元 素 . 
Ш: ШР 2-0, КРОНА + ИМЕ, ШВ. detA = 0, 
ЕЖУ, 4 1 存在 . 
ATA = (я Ау АТ Лу — AC ААТУА 
= АТИ — 11 + 4714 
= (k — JAHA + АЛУА 


= {Аа + 247134, (5-5-5) 
由 于 ¿= ‚т, АРЕНА А + 1.08 
AJ= R] = 74,4 54-1, (5-5-6) 
Ц AJA |= КАСС, 得 
АА = (ñ — àM + ÀJ (5-5-7) 
Ж А 3 ... 3 
АК å А 


2221 А - Қ 


这 就 证 明了 对 称 的 BIBD 的 任意 两 组 都 正好 有 4 个 共同 的 
元 素 . 
定理 : Ж В,,В,,---, в, 是 关于 集合 发 一 1zy д5 ж} 
的 对 称 的 BIBD, 则 对 于 其 中 任 一 B, ТЯ z 一 上 个 区 组 

BAB; ВВ,» В, (В.В; АВ)» "77 В.В; 
构成 一 关于 集合 XNB, 的 BIBD, 

ш ША BAB, ВАВ,, --, ВАВ, 所 包 售 的 元 素 属 于 
Ха, ПВА Х\В; 中 的 每 一 元 素 仍 然 存 在 于 不 组 中 ， XNB; 中 
每 一 对 元 素 仍 然 同 时 出 现 .1 次。 根据 前 一 定理 可 知 B.B, - ++, 
В, В" * В, 中 每 一 区 组 与 В, НА “эса. ВХ В, 
ВАВ, УВ; МВ ВА, -,В,АВ; 含有 k 一 4 个 元 素 。 Вр 
BAB oG ВЛВ,, B АВ, B АВ;,---,ВАН, 2445 

((-- 1), (и — 4), А — 1} 4 一 设计 。 и 
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ЖЕ: 若 B.B, B, АЭСР X = {rotat z rh) 

对 称 的 BIBD, B, 是 其 中 任意 一 个 , 则 
BN Bis BiN Bistre BaN Bi, Ва В,,---,В,П В; 

构成 关于 集合 B, 的 BIBD. 

证 ; BiN Bis BiN Bi,** Bi. Bi Bian Bis -- +, В,П В; 
和 包 合 有 于 集 B, 中 的 元 素 ; 而 且 B, 中 的 元 素 只 出 现在 其 中 的 & 一 1 
组 中 ; B, 中 任意 一 对 元 素 在 这 e 一 1 组 中 同时 出 现 1 一 1 W. 
同时 ， BNM В;, В.П В;, сс» В.Г В; 都 包 售 有 1 个 元 Ж. Ж 
B,N Bi, B:N B... B, В, 构成 关于 集合 B, 的 

| ((9- ПБ, А, — 1), (А — 1)) 一 设计 ， m= 
ARSS 的 例 2 是 一 对 称 的 BIBD БА НЕЕ А. 
MARKEER 4 中 去 掉 第 1 Я, ПИЖ 1 列 中 元 素 不 为 0 的 
В, B, В, В, В; В; В, В. В, Bu By В, В Вы By 


arli 110111100000 000 
|параоввлтатвв в о 
ът 000400001111 
х|1 001104110011 00 
(106011009001 100 01l1 1 
511 0000111 о1о 1 09 10 
"|і 0 0 о о 1 тоо 1 б 1 0 10 t 
4=з|0 10 1012011000 о 01 l]. 
10 10 10 10 00111100 
я 010010110 о 10 1 1 о 
mjo 100101011010091 
|0 01001100010 
х„| 00110010 101 10 1 0 
хо 0101101 до 1 1 09 от 
zs- 0 01011 00 1 1 оо ү 1 Ó 


= 25?” 


.xsl ВІВО, 1014 ,8,7,4, 


* ‚ВВ, 如 A 


MERT EETA sas tw ММ 


3) 一 设计 : 


BNB» BAB, Мы 


ВВ, 
В,АВ, 
Вь\В, 
ВВ, 
BusB, 
Вь\В, 
BAB: 
BAB, 
BAB, 
BAB: 
ВВ, 
BAB, 
BAB, 
BAB, 


类 似 可 从 4 中 去 掉 Bl 列 , 及 В, 列 元 素 为 0 的 所 有 的 行 , 得 


жр B, = им РАН 的 一 个 BIBD 


Bs 站 B. ЖР A.. 


..., 


BN B,, BN В, 


BN\B, 
В, 
В.В, 
ВЬ\В, 
Ви\В, 
Ви\ В, 
BAB, 
BB, 
BAB, 
В.В, 
BA B, 
BAB, 
BAB, 
BAB, 


_——— 
© O m. © m © m 
ее — > 
© Ч m m © © =з 
© O m = © m © 
© оз — Әу 
© = © È =< ч © 
O = © m = © ч 
> ы = m © — СО 
= > o > © m m 
Ə— 5 © O © m m 
- «о > = ч се 
= = = m = O Б 
== — ә оф о © 
= ч за «= © фо © 

4 


这 一 BIBD E. <14,7,6,3,2) 一 设计 ， 
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46 СҒ(р) 域 上 的 射影 空间 


欧 氏 空间 中 平面 上 一 点 的 坐标 为 《ms 加 ) 若 令 
= ё. т wam 经， > 0, 
a? "76° S 
ЯН ini) ЖЕСЕ ЕНІ НОЯ. 而 且 对 于 不 为 零 的 党 


РН 
i, Boh, 
Ps Š оёз 8 

Ж (СоЁ,„рЁл„рЁз) ЖИ Cisi) 是 同一 点 的 坐标 ， 

ед КЕҢ Сх) 是 三 维 欧 氏 空间 的 点 的 坐标 。 令 
š š: — ёз 
атр» отр? Е, s Š > 0, 
MU (#.,5.F,5) 便 是 三 维 射影 空间 的 点 的 举 标 。 


1. СЕ(р) 的 射影 空间 


GFE Р ЛУЖИ, ЕТ СРР m -— 1 维 畦 影 空间 的 
点 СЕТ “зін >), 除去 C0,0,… 0) 外 有 ғ- 1 Л, [К] (рё; » 
Pia с 5 sptm ҮЖІСЕ З-ТЫ Е) ЮЕ] — НОВА, F: rh pE GF (p), 
Ноз0Шт-іШНЕТІНІҢ (вы С) ТЖЖЯ 


?一 1 . 
Ж Ра то) 和 Р.С," бэ) 是 射影 空间 的 两 
+m, е 

(ри + ри раба 十 pms" "s Рё» + бал») 
为 Ем 点 和 (на t onm) 点 联 线 上 的 点 。 буур № 
ВЕРНЕЕ, ре: 有 如一 工种 配合 。 和 前 面 讨论 相 类 似 , 有 
bp 一 1 XERE, ВИД РР, 两 点 联 线 上 不 网 的 点 数 为 


* 259» 


ра, (5-6-1) 

Рр Í 

其 中 包含 Р.Р, БАЖА. 

же | 

(ре — 1X" — 0)... 一 1) 

р И (к) 

bm tp ЕТО (5-0-2) 

СЕС БЕ т ЕНІ ВЕ PGC, p) BZ, PGC pP 
的 点 数 为 


ТЕТЕ 


att __ 
ФСт,0,р) = ° 1 
ҙ-і1 


М: РС(2,2) 的 点 数 为 


ф(2,0,2) = 1 


1 2 +о+1=?7, 


Қ! 
(0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), 
(1,0,1), (1,1,0), (1,1,1), 
而 且 由 (5-6-1) 可 知 两 点 衬 线 上 共有 3 8 Ce жы). 
#(0,0,1), (0,1,0), (0,1,1)}, 
1(0,1,0), (1,0,0). (1,1,0)}, 
1054,1), (1,0,1), (1,1,00Һ 
1(0,0,19, (1,0,0), (1,0,0 
%50,1,0), (1,0,1), (1,1,10Һ 
{C0,0,1), (1,1,0), (1,i,1)}, 
1(9,1,1), (1,0,0), (1,1,1)). . 

化 如 (0,0,1),C0,1,0) 两 点 的 联 线 上 有 一 点 C0,0,1) + (0,1, 
0) = (0,1,1). %(0,1,12Я1(0,0,1),(0,1,00 三 点 在 同一 线 上 . 
ШР ЕКА 3 个 点 , 故 没有 其 它 的 点 。 其 它 类 似 可 推 ， 

可 以 把 射 沁 空 间 召 解 为 是 芋 心 座 标 ， 即 肖 不 在 一 直线 上 的 三 
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м ACEP EDP EP), АКБ, НР), АЕ, ЕР, 895 构成 一 三 
же А,В,С, i Ж ЯД ҖЕП ЛА Ау, А, А ШІНЕ т.т", 可 得 重 
心 生 标 | 

p — MEP + mË) + ныд” 


m, + m, + т; 


p — "ЧЁ? + m + md (3-4-3) 
т + m, + m, ' 


р — MEP + mi? + т? 


m + m; + т, 


Ë, а» қ» Е 
: 1 АШ, 2) з 
5 |= 一 一 “Y yE m ë |+ mj 5 |+ Д 
5 m 十 m; + m; к қ» EP 
к z Е 
e=] h nas|” |, asah 
8 в» ДЕ; 


Ri 
š, — — — 
В | ии т + m + mej, 
ба 
п] ФУ ДНУ ВК 29 


ті т mı ) 
* * m 
m, t m + т mi + m, + т; m `F т, + тұ 


TRER momom 按 比例 的 变化 ,重心 不 变 ， 重 心 坐标 也 不 变 ， 
正好 和 射影 空间 一 致 。 
请 读者 试 作 РСС2,2) ЕН, 
对 于 d< т,РСС2,р) ЖАТ PG(m, р) 空间 中 的 4 维 射 
#25, FEE Ребт,р) 中 了 维 空间 的 个 数 。 一 般 的 了 维 空 
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ЇН] РС(а,р) WHARF НЕ 1 个 点 АЖ ЕЗДЕ ВФОт, 
0р) FE; 第 2 点 4, 选择 的 方法 有 ФС, 0, Р)— %(0,0,р71 
--фФ(т,0.0--1 种 ;第 3 点 4, 要求 不 在 4,4, ЖК Е, ВОН 
Ф(т,0,р)- ФС1,0, р) 种 ;等 等 。 这 样 独立 的 ad 十 1 个 点 的 选 
抒 方 法 者 
Фіть0,р01Фіт.0,р)-- 11[$Ст,0,р) 
- ФС1,0,р)] 4.2... Г(ф(т,0ьр) 一 pld — 1,0,р)]. 
(5-6-4) 


(5-6-4) (т,0,4,р) 822. 
ti A.A... 44 点 所 确定 的 空间 中 取 独 立 的 4 十 上 个 点 
的 方法 有 {<4,0,4,р) т. 故人 -6647 中 包含 Ка,0,4,руШ KE, 
Вр РС(т,р) 中 不 同 的 РССа,р) 数目 为 
Кт,0,4,р)114,0,4,р) 一 ФСт,4р). (55-6-5) 
FERE PGU) ETF РССт,р) 的 PG piti, 
0=<=4=< k= m, PAT РСС, Р? 的 点 Ain МЕЛЕР 
фОт „0 >P) 一 ф&С(4,0,р) = ср" 一 ЛЄ; — 1) 
一 p" р р, (5-6-6) 
Ашы 点 的 选择 的 方法 有 ФОт, 0,р) — «(Я + 1,0,р) 种 ， 即 从 
Ain Жі PGC, p) 构成 的 POC + 1,р) 以 外 的 点 中 选择 ， Ж 
续 以 上 的 过 程 得 
[фСт,0,р) — ФСа,б,рУИФ(т0ьр) 
— мат 1,0,p31: «Гфбт,0,р) - Ф%% 一 1,0,p)1, 
(5-6-7) 
这 个 表达 式 用 Кот,4,4,р) ER. 
所 以 含 了 PGCd,P), 而 合 于 PG.) WARRI PGC pig 
个 数 为 
Көт,4, р)/ КА, 4, А.р) 
= pom а — 1,4 — d — 1,р), (5-6-8) 
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特别 要 求 包 人 洛 一 个 特定 的 点 的 了 维 空间 的 数目 为 在 〈5-6-8) 
中 令 4 一 0, 然后 取得 的 结果 中 大 改 为 2,8 
r= plm — 1,4— 1, p). 
同 祥 的 道理 包含 两 个 特定 点 的 二 维 空间 的 数目 为 在 《5-6-8) 
中 令 d = 1 RA HRG е» d, ВП 
А = Ф (т — 2, d= 2,р). 
这 样 的 GF (的 域 的 计 影 几何 学 对 应 一 个 BIBD № (P, s,r, 
下 ,4 一 设计 如 下 ， 
b — фстьғ.р) ны ет РСстьр) 的 РС(:,р) 数目 ; 
s= (p=! — 1)/(р— 0) = ВТР PG(m,p) ARS 
r= фіт-- 1,:— 1, p) = & РС(т, р) 的 一 个 点 的 РС 
Сғ,р) ҰН; 
k= (p Ср — 1) = AT РОС, р) 的 点 数 ; 
А == plm — 2,5 — 2,р) == 4 PG(m,p) 的 一 直线 的 
РССт,р) 的 数目 。 | 


$7 Hadamard ж [Ë 


Hadamard HEKA ZH ЖП а Е з ЗУНР ИТ. 
处 , 它 对 于 形成 对 称 的 BIBD 有 着 重要 作用 、， 从 $5 的 讨论 可 知 对 
称 的 BIBD 又 关系 到 一 般 的 BIBD 的 形成 . 

ЙТІН в РИ Hadamard Ж 巨 。 指 的 是 以 1 三 一 1 作为 元 素 
并 满足 

HH = nÍ 

的 w x n Е. Яг жп 阶 单位 和 矩阵， 

Pi: | 

H, = [1], 
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А —————— —— -一 + 一 一. 


1 : 

l 1 1 1 
н, |і 一 1 1 一 1 

| 10-І —1 

l —1 —1 1 


“ЗЕН: s> 2, H, 是 Hadamard жж н = Ü 
mod 4. © 
证 : Ен. = Соне AF НН = nl, 所 以 
Г, š >= P 
> азан — 


у í = 1, | 


У; (ва + аң Ха, + ан) 
= $ sh + Реван 
к= 1 kal 


A т 
+ > qa Ga + > 21.016 = ғ, 
дейі к=} ` 


热 而 21 + 82: 的 结果 可 能 有 十 2,0, 一 2， 4% + аз, 也 一 样 。 
Ж 


У) (а. + аа + аң) 
Елші 


的 各 项 或 为 十 4 或 为 一 4 或 为 0 总 和 是 4 НИЕ, ВТЕ = 是 4 的 
ЖЖ. m 
一 种 狂想 是 当 a 0 mod 4 时 存在 互 ., 但 未 能 证 明 。 
定理 : Ж H, = (ai к, H, = (ах, Hadamard Ж 
Ёа, Я] 
Ham = (Н, 


Ж (тл) X (mn) 的 Hadamard ЗЕЕ, ЕЕ 
РН, = аа Уа 
БГ «Ән, НВ h Кюл 


фи) (=> 
а; айу. 


ыы ЖЕ PH) 的 元 素 都 是 十 1, 一 1。 而 且 每 行 每 列 都 有 
1- та М1, та 1—1, А ЗОРУ З те А 


ЮЗЕР Ha 中 对 应 两 行 的 内 АЗЕД 再， 中 对 应 两 行 
HR, КН, ІН Hadamard HEESE Hu Æ 
m x п prag Hadamard ЖЯ, 
Ж: # H, 是 Hadamard ERE, Ri 
(н, H, 
M a) 
也 是 Hadamard RF. ` 
第 1 行 ,第 1 列 的 元 素 为 十 1 的 Hadamard 矩阵 叫做 规范 化 
的 Hadamard Ж, Ж Hadamard 矩阵 进行 行 与 行 、 列 与 列 的 
HH, AKAR — ЯЕ 1, 不 改变 其 作为 Hadamard 
矩阵 ,然而 可 使 其 达到 规范 化 。 | 
ЖИ: "М (m 228) 规范 化 的 Hadamard ERF H, 对 


应 一 对 称 的 BIBD, 而且 这 一 对 称 的 BIBD Ж (6-1,2. 1, 


m — 由 设计。 | 


ШЕ 取消 Hadamard 年 阵 H, 的 第 1 行 第 1 列 得 (ns 一 1) 
x (п — 让 的 矩阵 ,并 令 其 中 所 有 一 1 元 素 改 为 0， 如 此 所 得 的 短 
ВЕ К... K, 便 是 所 求 的 区 组 设计 的 区 组 朱 阵 ， 下 ,1 的 


每 行 有 一 一 1 个 1, 世 个 0, 任 意 两 行 的 内 积 等 于 Z 一 . ш 


ъ 265+ 


$8 Hadamard ДЕНИ 


在 这 一 节 蛙 得 介绍 一 种 Hadamard ERARA E , 57 
讨论 的 那样 可 通过 Hadamard 矩阵 的 运算 得 出 更 多 的 阶 数 更 高 
的 或 阶 数 比 较 低 的 Hadamard 和 矩阵 ,从 而 可 得 到 一 系列 的 对 称 的 
ВІВО, #155 所 讨论 的 那样 由 对 称 的 BIBD 可 得 到 一 般 的 BIBD。 

ЖР 为 素数 ,而 且 P 十 1 是 大 于 3 且 为 4 的 代数 的 数 ,GF(p) 
— {0,1,2,. чәр-- 1}. ам СЕРЖ, RD tE 

GF (p) = {0 за" К 4." ‚°С? |, 
ari 1 = (æ T а + 1) = 0 mod p, 


g- 
(«14 жа —l mod p, 


ЖУ: 对 于 EGF) I 


0, 
xD 一 | 
(— 1), # = =, 


Ве 一 0 时 %0)-9, gm оз (<; < 20р 3) 时 


f= 0; 


ХВ = 1 否则 X(8)— —1, 

ff. GF(19)— {@,1,2,-.-,18}, = — 2 € GF(19), 在 mod 

19 下 有 | 
P == 1,2! = 2,2 = 4,2% = 8,2% = 16,25 = 32=13, 
2s=7,22=14,2==E9,22=18,2u==17,2"==15, 
211,203, 2=6 ,}!5к=12,2!'%5,2°==10,2#ш=}, 

Ж X(0) = 0,X(1 = 1,Х(2)= 1,063) 一 上 


ХАу--1,5(5)-- 1,5(6)-- 1,z(7) = 1,08) = —1, 
X(9) = 1,X(10)= —1,Z(11) = L,z(12)— —1, 
XC13) = —1,xX(14) = —I,X(1i5)= — 1,5016) = 1, 
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Х(17) = 1,X(18) = —1, 

关于 ХОВ) 洱 数 有 如 下 的 性 质 ; 
(1) Х(ов) = ХВ). 显然 。 
(2) УХ. Же) = 0, 


ac GE(py 


证 : 
У! «(а) = x(0) + > а’) 一 Ух. 


aë GFtp5 i=0 


由 于 YP 一 ! 为 偶数 , 收 上 式 显 然 成 立 ， 
(3) ë 为 СЕТЕ, ИН 
>) (а + 8) = —1, 


me GFtp) 

证 : 设 a œ 0,z + B = all + а), | 

л ЖСв)Хбе + в) = XTEC + ав) — ХО + а), 

Ф r= 1 -+ a 8, а 遍历 GF (yp) 的 所 有 非 零 元 素 时 ,+ ЖИЛ 
GF cp) 的 所 有 非 1 元素。 


д У Коа + 0) >, Жізе 


жЕСЕСР} аєбР‹ р> 
ааа 
- >) х0) - D 00) X(1)= —1, 
ЕР нЕ СЕРУ 


(4) *4p + 1 是 4 的 信 数 时 ; 即 р— 45-1 时 ， 
| 
2 2 , 
HD 了 《p 一 Оа, 


ж-т 
а! ----1, 


ЖЖ T = (=) T T = —1, 
ЕШ: 下 列 (р-+ 1) RAHE Hadamard ЖЕ 
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1 1 1 П 1... 1 
1 =l х(1) XQ) xG) - Х(р--1) 
н-|1 X@—1) —1 XO) Xp 一 2)| 
1 Хр 2) X(p— 1) —1 X) ++: Хр 3) 


1 Жо ХОУ XG) (ау з. 一 ! 
证 : PAGEH ОН ЖЕН |. 
КЕЛЕН BS IE ЕТ. 首先 第 1 行 与 任 
意 行内 积 为 | 


1 一 1 二 SXG) = TD. 

由 于 х(0) = 0, 

S xD = D)  x(a)= 0, 

іш1 &ЕСЕ( р) 
这 就 证 明 第 1 行 与 其 它 任 何 一 行 都 正 交 ， 

其 次 证 明 第 2 行 与 其 它 各 行 正 交 。 两 行 如 下 : 

1 —1 . х1) X(2) ... ЖОГ) + K(—1) 
1 СА) XCI А) XQ Д) с С &) 5 0—1 — l) 
其 内 积 为 - 


1 — AA) — xG) + 51 GG — D. 


由 于 
ХС А) = KE LACA 一 ХС), 


DGG А) У Ха) бо + я) = —1, 


РЕМЕНЯ 2 行 与 其 它 各 行 正 交 ， 
ЗЕЕ. ЖЖ. = 
Я. 根据 GF(19) KATE ВА) «ОНИ Нш, 
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+++ + + + + + + + + + + + + + + + + + 
二 一 十 一 一 十 二 十 十 一 二 一 二 一 一 一 一 十 十 一 
二 一 一 二 一 一 十 十 十 十 一 十 一 寺 一 一 一 一 十 十 
+ 十 一 一 + 一 -十 + 十 一 + 一 二 一 一 一 一 
二 于 寺 一 一 十 一 一 十 十 十 十 一 二 一 二 一 一 一 一 
一直 二 一 一 二 一 一 二 十 十 二 一 二 一 + 一 一 一 
一 一 十 十 一 一 二 一 一 二 十 二 十 一 十 一 二 一 一 
二 一 一 一 十 十 一 一 十 一 一 二 小 十 十 一 二 一 + 一 
于 -一 一 一 一 十 十 一 一 二 一 一 二 十 十 十 一 十 ~ 和 
和 二 一 一 一 一 十 十 一 一 二 一 一 十 十 二 十 一 和 一 
Ни | _ +£ —- — — + + — — + — — + + + + — + 
一 二 一 一 一 一 不 二 一 一 二 一 一 十 十 十 二 一 
二 一 二 一 二 一 一 一 一 二 二 一 一 + 一 一 二 二 + 十 
Жы-%-.-.-..-..4.-...-.-.... 
十 十 十 一 + 一 + 一 一 一 一 二 二 一 一 + 一 一 赴 守 1 
еее 
二 十 十 二 二 一 二 一 二 一 一 一 一 十 十 一 一 十 下 一 
十 一 二 十 二 十 一 十 一 十 一 一 一 一 二 + 一 一 + 一 
二 一 一 十 十 二 二 一 十 一 二 一 一 一 一 + 十 一 十 
二 二 一 一 十 十 寺 二 一 二 一 二 一 一 一 一 十 寺 一 一 


19 编码 理论 基本 概念 


上 面 讨论 的 вво 不 仅 与 科学 试验 的 设计 密切 有 关 , 而 且 还 
在 数字 通信 的 编码 中 有 广泛 的 应 用 ，。 编 码 理论 也 是 计算 机 科学 的 
重要 内 容 之 一 ， 侠 着 通信 的 需要 ,要 求 握 高通 信 的 可 靠 性 和 速度 
编码 理论 的 主要 任务 是 研究 具有 检 错 和 纠 错 能 力 且 效率 高 的 码 。 

下 面 候 定 信息 源 是 一 组 二 进 制 数 ， 比 如 用 се 
一 个 信息 , 称 为 码 字 ，# 弄 做 码 长 每 一 位 数 叫 做 码 元 。 这 样 的 码 
У 718, | 

使 接收 端 可 以 到 断 传 输 过 程 是 否 出 错 的 码 称 为 检 错 码 ， 最 简 
单 的 例子 是 将 偶 以 验 码 。 如 若 不 仅 能 判断 是 否 出 错 ， 而 且 述 共有 
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一 一: -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 rr -mm Á... 2. 2. 


TË 


MERER 22 НАЕ 77, AERE H. ОИ 
BRENTA. ТИЯ H РЯ: 


[= == [= 
FR 


令 B* 下 未 ”位 二 进 制 数 的 集合 。 编 码 过 程 卫 是 如 位 二 进 制 
数 到 ”位 二 进 制 数 的 转换 ; 
Е.В" — B" 
Ен B= 到 В" 的 映射 。 则 译 码 过 程 D № 
D:B* — В" 
W = mwr w, 是 # 位 二 元 码 , 即 w & 10,1}。 接 娄 端 收 到 
的 若是 К туге”, W 
f f В — W + Е 
ЗАН и НЕ “Fk hi” ВП КРЕ Е 
0-0 = 1+1=0, 0 + 1=I1+ 0=1 
其 中 E = тее, 
显然 
ее |» ю == ғ; 
; і, ші”, 


* 270 * 


шт 


ЧУ =R + E, E= W + R. 
设 А = со ee, € B“ Ë = 5,5;- b, ЕВ”, > «(АУРА 
的 分 量 为 1 的 个 数 , 称 为 4 的 权 。 
4(А,В) = (A + B) йл 5 Вы, 
引 理 : Ж A,B,C €B", Д]. 
(1) KA,B) = 4(В,А). 
(2) КА, С) < А,В) + КВС). 
证 ; 
(1) СА, B) = «(А + Ву— «(В + А) = КВ,А). 
(20 定义 
0, Беа; 
derbi) = и Ь, 5 ду, 
则 
daise) = 4(а;,8;) + 4(Ь,,с;). 


АКА, = Elane) < Уа, 
іті іші 


+ Ebc) S A,B) + «В, С). 


жн: ”一 组 码 可 以 检 出 大 个 错 的 充 要 条 件 是 这 组 码 的 码 字 
[ЖЕШ ЕЛЬ k + 1, 

证 : Е.В" - В",Д € Bi E= 15 К, = E= А 
+В, „(Е) 一 КА, В). 错误 Е 可 被 枪 出 的 充 要 条 件 是 R 
不 是 码 字 。 因此 (Е) < k 的 所 有 误差 可 被 检 出 的 充 要 条 件 是 
不 存在 码 字 В A, ME 

ЖА, B) < £ 
而 任意 两 个 码 字 A.B, {11КЕ +1. m 

ей: НЯ ЕЮ ЕН 2+1, 则 

所 有 权 不 超过 的 误差 可 得 到 纠正 。 


证 ; 设 АЕ НЫШ е ЕЕ ,接收 到 的 为 R， 
A,R < k. 则 不 存在 码 字 B, 使 得 В.В) <А. EA 

КА,Ву < KA,R)+ KR,B)y= & + &< 24 +1 
ВЕНЕ. = 

定理 证 胃 提 供 了 一 种 纠 错 法 , 旭 与 А 的 距离 A,R) = АЈ 
REB", 可 纠 为 А, R 作为 码 字 А 的 传输 出 错 处 理 , 


$10 线性 码 和 Hamming 4 


ЕНЕ Ы АЕ, 
БЕ 
Еп #2 Bin 
Ge P е 1. 4-)- Санки 
Kai Еж: Ema 
若 编码 过 程 为 = | 
Е. W = AG 


其 中 4 = (aaa, E В”, KAE G 为 生成 年 阵 ， 例 如 


1 0 0 1 1 0 
G=} 0 1 оо 1 l: 
ео 1 i 8 1 


- À == 011) 对 应 有 码 字 
| I 0 9 1 I 0 
ж-о: 1 0 0 1 ) 
0 è 1 1 0 1 


=(0 11110) 
特别 是 关 取 生成 矩阵 
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1 0 0--. боғын Prisa: *7* fis 

0 1 О --- 0 Ermit базы 77 ба 
С-|0 0 1 Ü smri аны 27" Esa 

0 0 0 .. 1 Янв Emmo *”* Жан! «+ 


对 于 А = Caraz * an) Є В", 则 对 应 的 码 字 有 


1 0 с, Ü пан ССС Ein 
0 1 Ü Баз 777 Em 
W — АС = (аа +10.) 0 0 `. Ü Фан ~ зн 


оо l Emar **' Баз 
= ши Wm Oa) 
ЗР ЖАТ ш == аууш = dry 0, == 9. 
Wari = piw, 十 gyw t ++ + Baias 65-10-19 
{= 1,2,`" " n — т. 
所 以 码 字 南 两 部 分 构成 ,一 部 分 大 信息 位 , 另 一 部 分 是 检验 位 。 如 
FERR. 


Lo — 
TE пав рата | 
| 


|а т б] а +в] 


с- [0 
. Ü 0 1 
1 0 0 1 1 0 
(amaj)Ë 0 1 0 0 1 1 |= Camaat) 
0 0 1 1 0 1 
ШІҢ а Ка + a= Ü, a, Ра d a= 0, а, T as t а 0 或 


= 
© 
> 

= = 一 
= 
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写成 


= юк © 


= о ка 
е =< к 
= = с 
= © © 
— 
РО? 
—r @MƏWI 
шы © © 
=" 


一 般 说 来 (5-10-1) 可 写 为 


Вы + нна T С“ + ные и 十 dar = 0, 
Жаа 十 Zaa; + + + ааа 十 fat = 0, 


Әді T ga|a; + -- + + Bania + в, = 0, 
或 写成 | 
HCW) = © 
其 中 W — AG, 
Фата ен ° ° бз 1 0 0 --,0 
H = | 952 Siet 7: Етезі 0 
Да Eis `". Баз Ü со м1 
ЖЕН ЖКУ T ЕРЕ С КИР, ВМ G Жж 
БЕН, ғ, 
БЕРЕН 可 用 于 纠正 一 个 错误 。 例 如 对 于 


1 D 1 1 0 0 
H= ! 1 1 0 0 1 0 
0 1 1 0 0 1}, 


R—(1 0 0 1 0 1 
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каза = O 一 


显然 R 一 (1 0 0 1 0 1) 不 是 码 字 ， 因 为 如 果 是 码 字 , 必 有 HR” 
一 9。 若 W ESE Е. 


R = W + E, 
Яң НЕ? — HW”? + НЕТ 一 НЕТ 
# Е = (0. .10- «От, 则 НЕ” ЖЕН ВЕ Я, 


Sii 
0 
ЖЕ НЕ: 一 | 1 некен 2, ЕЯ W — (110101), 
1 
НИЯ Во Е СТРО), ПЕРНЕ) №110, 
让 热 如 车 出 现 两 个 或 两 个 以 上 的 错误 ,就 不 能 正确 译 码 。 
译 码 的 步 又: 接收 到 
及 一 人 rr 

(1) 计算 $ 一 HR ,S 称 为 是 校正 子 。 

(2) Æ 号 一 0, 则 可 认为 传输 过 程 是 正确 的 ,确认 原来 的 信息 
为 ria т. ШЖ S < 0, 则 转 3。 

(з) ЖЕНЕ Я, ДАЖЕ В 在 第 位 出 
ЗЕР ЫЕ R. № R, ой» tri B. mE S 不 为 
H 的 某 一 列 , ERAF ИГУ, {ЕЕЕ p BP АЯНЫ. С? 
EHEH, | | 

定理 : КЕШЕ H = (А). кхе 能 纠正 一 个 错误 的 充 要 和 于 
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件 是 H 的 各 列 互 不 相交 且 非 零 ， 
Е: 必要 性 的 证 明 。 若 H 的 第 ЯН. 对 于 EE 一 0 


HCW + ЕУ ~ HWT + НЕГ = НЕ" — 0. 
将 导 至 不 能 正确 译 码 。 而 且 车 H ЖШ НБ; 列 和 第 | 列 相同 . 
则 出 现在 第 ;位 (或 第 了 位 ) 的 错误 将 无 法 判定 。 更 有 其 者 若 在 第 
i 位 和 第 位 局 时 出 现 错误 时 ,将 误 以 为 传输 正确 ， 
充分 姓 成 立 是 明显 的 . Z 
定理 : Ж А = (ajem ЖОПЕ, АША 
С — (L.A) 
ТЕЗ ЕЕ ЕРЕ МНЕ Ж 
H = (АН. ,). 
其 中 1, № ВЕЕ, 
ПЕВА ЛАЯ. 
下 面 介绍 一 个 著名 的 纠 错 码 一 一 Hamming В. 
TJiSIE— (w— m) X w ИЖЕ H = Ch) 如下。 + 
1 一 4 一 ii， 可 得 2 一 工 个 非 零 的 列 向 量 ， 将 这 些 列 向 量 重新 排 
列 , 使 得 后 面 ! 锣 为 一 单位 矩阵 。 令 这 样 的 矩阵 为 Н. Piin 
0 1 1 1 1 0 0 
Н; == | 1 1 1 1 0 


0 1 0 1 


о 0 
H = 06 0 
то 


> = 


0 0 
1 0 
1 0 1 1 
0 1 1 0 
1 0 0 1 
1 1 


1 
0 
0 
1 


= ка кі O 
= кє ғ. на 
=з Сз б кю; 
o> © = > 


1 
1 
1 
0 0 191 0 1 
利用 五 作为 校 验 矩 阵 可 以 对 长 为 2 一 1 的 码 纠正 一 个 错 
误 。 这 样 的 码 称 为 Hamming ЇЗ, 
+116. 


Бара H, SAIR, LEREN. EF H, 的 
列 数 可 多 达 2* 一 1， 不 难 验证 ,总 存在 三 列 总 和 等 零 。 这 阅 了 明 这 
样 构造 的 Hamming 码 最 短 虐 离 为 3。 即 能 而 且 只 能 纠正 一 个 错 
я. 

_ ТЕН AES EBE H — (h) ERRIZ А < 4, 
则 可 纠正 两 个 错误 , 


п ЖШ Ж 


туа, КРАЖ ОЕ ЕЕ, УНР 
АЕВ-,В ев", 
ЕСА + В) ~ ЕСА) + ЕВ) 
则 称 这 个 编码 为 线性 码 。 即 码 字 ЕСА) 和 ECB) 之 和 是 码 字 . 
不 难 证 明 线性 码 的 码 字 空间 关于 加 法 (二进制 不 进位 加 ) 构成 群 ， 
利用 生成 矩阵 编 的 码 是 线性 码 的 典型 例子 。 
# G 是 群 ,H 是 G 的 真子 群 , Я H= 二 一 г, РЫБЕР 
hy Ez g Е GNH,#E 
| ЕН 一 {gis Ёз," ‚ААС. 
Ж С\Н\аН 非 空 , 取 & EGH gH, # 
БН = іш», Ph, а б, 
继续 以 上 的 过 程 , 直 到 G 的 元 素 取 尽 为 赴 。 


H: е h ñ, 4.. h, 
aH: É mh жз `° | 216, 
ӨН: z, ғы пз --- жа, 


[| 


zH: Z £h gj +e g ñ, 
G — H + zH + =H + --. gH 
则 称 Н 为 群 G 关于 子 群 H 的 一 个 陪 集 。 2 称 为 陪 集 zH 
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的 首 项 . 

利用 陪 舍 的 思想 构造 Slepian 译 码 表 如 下 : 设 wia 5773) 
шун 是 线性 码 的 码 字 . 设 м -00--.0,3 2" 个 码 字 俯 И, Ж 
始 , 从 左 向 右 排 列 。 上 面 已 讨论 过 мм, зо 关于 二 进 制 数 
` 的 不 进位 加 靶 成 群 ， 设 为 H. "ЕСІК АЭСР ЙЫШ 
法 构成 тже G. H 是 G ЖТ. 3 G жн 
数 z€ С,{Н nH, 构造 H + em {eise 十 Wist E Wy с 
e 十 wz。 将 = В м ПЕ, e 十 mwm EF a; ЕЛ, , 
e F oe ШТ ют ТЖ. 青 取 余 下 的 2°— 2,2" ТИ 
的 数 ez 构造 H + e, 一 [esse 十 io es + wim}, 并 从 左 向 右 
КЕҢЕ. ЖЕРІ ЕНУБІЗЕ, 直列 将 2 个 数 取 尽 为 目 ， 将 Stepian 
译 码 表 如 下 : 


We Wai ың ыыы. аут 
ГА м. + e, s На зш, Не + + e, 
ёт wW, 十 e, m Ка “erw, + ғ; -tsm E ёг 


хана ванне ..... 


em—m_, Wier- Рем rew, t enm _ү* + бшш n @,я-т_\ 


例如 < 


1 0 0 о 1 1 
с-(0 | ото ф 
D 0 1 1 1 0%, 
0-1 1 1 D 0 
н-(1 0 1 0 1 0 
1 0 0 0 1 


Міте 


可 得 相应 的 Slepian ЕЕ 5-11-1: 
Җ5-11-1 Зеріп ЖЫЖШ 


000040 9011109 010101 100011 011011 191101 110110 111000 
D00001 001111 019100 100010 011010 101100 110111 111901 
800018 001100 010111 100001 011001 101111 116100 11019- 
000100 001014 010001 100111 011111 191091 110010 111100 
001000 0800118 011101 101011 010011 100191 111110 110000 
010000 011110 000101 110011 001011 111101 109110 101006 
100000 101119 110101 000011 111011 01101 010110 011000 


001901 000111 011100 101010 010010 100100 111111 пони 


51еріап ЕЕ, АННУ R, Sicpisn 35 
ЖЕК ИТЕРИП АЕН ТВ. Б РЕН 
ОДЕТ. LERE. ЩН. 

TREH беріл 译 码 表 中 同一 行 元 素 的 校正 子 5-- HR? 
是 相同 的 。 不 同行 的 校正 子 是 不 同 的 ， 

证 . ЖЮЛ w Не 

Н(,; + #;_, = Hef + Не, = Нег 
i= 1,2,-..-,2”", {== 1„72,-++,2"7" 
ЕМЕН T AATRE РАНЕ. 
若 第 上 行 和 第 不 行 的 校正 子 相同 ,这 将 导致 
Hezi = Hej 
ЗО 51еріап ЕП. RERE, 可 得 详 码 方 
法 如 下 : | 

(1) НЕЖЕТ S = НЕТ; 

(2) 根据 S MERREM ға; 

(53) ағ W, т" R + г, 


.27%. 


这 样 只 蛮 给 出 校正 子 和 陪 集 首 项 的 对 应 表 ，Slepian Е 538 
的 存储 量 为 2"， 但 是 校正 子 和 陪 集 首 项 对 应 关系 表 的 存储 ЖЕ 为 
2"-=+t!， 空 间 复 妹 性 有 很 大 的 改善 ， 比 如 上 面 例 子 的 校正 子 和 BE 
舍 首 项 的 关系 为 表 5-11-2. 


Ж 5-11-2 
# E T | вм 
ооб 9099008 
0691 в 0 0 0 I 
ото 0©о о 0 10 
, 1 1 1 % ü ü об O 
10 о 6 0 0 1 D O 
1 0 1 o° 10000 
іі ё Ó, о 1 0 о о 
1 1 1 09841093 
#R=111001 
1 
0 t 1 8 ! 0 
э-не! 0 0 1 | , 10 
1 ооо 1 
0 
1 


校正 子 001 Ape BOB 为 000001, ЛАН = W = 111001 
+ 000001 = 111000, . 
Жо = 111000,е = 00001, 
R = 111000 + 000011= 111011, 
HEF 


“459, 


| 

0 1 1 1 о t, | 
:-( 0 1 0 1 1 0 
1 ї о 0 0 1 1 

1 


但 011 FERIRE ВОД 20 100000, M) 

W — 111011 + 100000 — 011011, 
这 个 结果 说 明 译 码 结果 是 不 正确 的 。 因为 它 的 误差 不 是 陪 集 首 
项 。 


$12 BIBD 和 编码 


(1) Hadamard Ш — 

п х н Ё] Hadamard EE, ATTE 1 令 它 对 应 于 G F(2) 
域 中 的 0 ,一 1 对 应 于 1 这样 Hadamard 些 阵 对 应 一 组 个 数 等 于 
n KEX ”一 1【《 第 一 列 除外 ) 的 正 交 码 。 所 谓 正 交 码 , 即 任意 两 
个 码 字 的 内 积 为 0, 而 且 最 小 下 离 等 于 т/2, АСТ Ни» 


十 + 十 + + 
一 + 


i 
| 


| 
|+ ++ 
| + 1 + 


| 
| 
+ | 
+++ + | 


+++ | 
+++ | 
[+i] +++I 

[十 1 十 十 十 | 


十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 
| 
+ | 


кіз! 
+++! 
+++! 
++ 
| 
J| 
| 1 
| +! 
+ | 
| 


с. = (0 0 0 0 0 00 00 о 9), 
C:= (10100011101), 
С, = (11010001110) 
C= (01101000111), 
С, = (101101009001 2), 
С = (110110100 0 1), 
С, = (111011010005, 
С. = 0 1110110100), 
С — (00111011010), 


С = (00011101101), 
Сц = (10001110110), 
С. = 01000111011), 

(2) 818D 与 编码 

例如 有 一 BIBD, ç => b= 4 — 1, k= r = 21 一 1， WE 
ARAA 2 一 + 一 1 个 元 素 相 同 。 这 个 设计 可 以 构造 得 一 组 数目 
为 8 长 度 为 4: 的 纠 错 码 ， 方 法 如 下 : 

作 一 矩阵 ,4: 列 的 编导 依次 为 0,1,2. …,4 一 1. ӨЖІ ЖИЕ 
元 素 全 部 为 1、 第 2 行 到 第 4* 行 的 构造 分 别 依据 В)» Ві) 7779 
Be. 来 确定 。 以 第 i 行为 例 ， 第 0 列 元 素 为 в, 中 所 包含 的 
2—1 个 数 记 对 应 的 列 令 之 为 1, 其 余 2 个 元 素 为 0， 

从 和 4 十 1 行 到 8 凡 行 分 别 是 第 工行 到 知行 的 补 ， 即 第 í 行 的 
33051,1 590, E 4: + iti, iw 1:2:… 4。 这样 得 
一 Br x НЕ, 

可 以 证 明 前 42 行 中 企 意 两 行 都 有 2: ЖАА. 从 4 
кізе ні ЕЕЕ, ЯҢЫ S: 行 中 任意 两 行 , 只 
要 不 是 互补 的 ,也 有 交 似 的 性 质 。 

HARER 8 个 行 所 确定 的 8: 个 码 句 ， 可 以 纠正 1 一 1 个 
H. . 
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详细 的 讨论 留 作 作 业 。 


3 


1. 试 求 一 对 7x? 的 正 变 拉 丁 方 。 


2 . 试 求 3 个 xs 的 两 两 正 交 的 拉丁 方 。 


3 . 试 证 明 不 可 能 存在 大 个 下头 天 两 两 正 交 的 拉丁 方 。 
4. 试 判断 下 列 两 组 的 拉丁 方 是 否 正 交 . 


Ce) 


5 


4 


š 


2 


$ АЕ TARE J b 3 BN Bi 2? 


. 试 构 造 一 对 12 X12 ЕЗГІ. 
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?. 试 疝 下 列 区 组 是 查 为 上 HB8D? 若 是 , 试 确定 其 对 应 的 套数 552,75 不 ,4. 


Се) В,:1,2,3; В,;2,3,4; 
В,:3,%,5; в,1,4,5% 
В,.1,2,5. 

(b) Bisls2 ,3 4. 8,.1,3,4,5: 
В,:1,2,4,5; й,:1,2,3,%; 
В,.2,1,4,5, 

Се) B.:l,2,3; В,:4,5,6: 
Б,-7,8,9; Б,:1,4,%; 
В,:2,5,%; В,:2,6,9; 
В,:1,5,9; Н,:2,6,7; 
В,:3,4,8; В,,:1,6,8; 
В,1:2,4,9; В:335а7. 


8. 有 一 BIED E] bp = 14,і = ЗА 2 R r #r r. 
多 .有 一 BIED, EHI р = 15,4 = 10,5 = 9 sË 5 ÉI s, 


10. 已 知 下 列 区 组 


Н\:1,2,3; В.:2,3,4; В,43,4,1; 


АЖ 4 和 .其 中 4 是 该 区 组 的 区 组 矩阵 。 


В,:4,1,2, 


11 .车 已 知 区 组 
В,;2,4,6,7; В,:1.3,6,7; 
В,,3,4,5,7; В4:1,2,5,7; 
В,.2,3,5,6; В,.1,4,5,6; 


В,:1,1,35,4. 


HR 447, АЖ АРДА SH ЕРЕ, 
12.Ж АЖ», FTS — ЗЕНОН ВР, ШЕ 
Ca) 4 的 任 一 列 正好 有 无 个 工 元 素 . 
СБ) АВИЕМИЯЭНЕЯЕЯ А 个 行 有 相同 的 元 业 1。 
B BEHEREN 
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1 P D n 1 0 1 
G=]? 1 0 ò I 1 | 
0 0 1 0 1 1 Db 
800101, 
ОКНЕ šE big Н. 
14, B. 3511232 3ER€ 
i 1 о 1 1 0 е 
-| йб ií 1 D 1 ) 
ð 1 1 1 D Q 1 
КУН RE, 
15. БЕ А Е РЕ 
( 6- 1 1 ') 
G =< 
ато 1 | 
的 码 字 : 


90000,01011,11101,10118 
试 分 别 译 出 它们 的 原文 . 
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第 六 章 线性 规划 


$1 问题 的 提出 


先 考 察 几 个 实际 问题 。 然 后 提出 线性 规划 问题 的 一 般 的 数学 
模型 ， 

#1 HIEM MoM 3 种 机 ,各 为 momom 合 。 该 厂 
生产 Р,Р,Р,Р. 4 种 产 铝 。 每 单位 产品 启 需 要 的 机 器 小 时 数 如 
тё 6-1-1 所 示 ， 


Ж вт 


其 中 z; 为 产品 P; Е ВОЕН М, 的 小 时 数 ,i = 
1,2,3, j= 1,2,3,4, 设 4 АУЗЫН УЖЕ Я Errera Сөз 
生产 这 + 种 产品 所 用 的 机 器 没有 先后 次 序 之 分 ， 每 户 机 器 开动 不 
超过 60 小 时 。 一 周 内 应 如 何 安 排 各 产品 的 产量 才能 使 所 获 的 利 
HRK? 

ЖОР,,Р,,Р.,Р, 4 种 产品 每 局 产量 分 别 为 Ls Xs Xss 4, ДПА] 
题 要 求 mto аз, хе ЖЕТЕЛЕУ БЕ ЖЕЕ Ж. AA 
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Z = cx) + гл, + can + са, 约束 条 件 是 生产 这 些 产 品 所 需要 
的 机 嚣 小 时 数 应 在 允许 的 范 韦 内 ， 机 器 М, 一 局 内 开动 的 总 机 时 
数 为 60m;，i 一 1,2,3。 于 是 问题 的 棍 法 应 是 

шах = c x T cx; № cata E canas 


满足 约束 条 件 : 


тл ЧЕ toz; + tnta 十 tuta =< 607, | 
ам + ТК + ің + LETE PI = 6 ют» (6-1-1) 
ах, tax; F ви + tyt, = 60у | 


Хз» tst 2 Ü, 


2 = пл + с, + сх, + о; 称 汶 目标 函数 ,问题 要 求 满足 
ӘН ЯЯК5-1- ГИ НАН 23 Ја К. 

#2. 荣 饲 养 场 为 性 口 安排 饲料 ,每 头 性 口 每 天 需要 营养 秦 i 
ВЕЖА ё, i= 1.2... . m, Ап 种 饲料 , 设 每 单位 饲料 1 
ЖЗ МӘЖ oj 饲料 j 的 单位 价格 为 сі 20, із" 1,2, 
6,8, ДЕ RKKA Г ,如何 使 饲料 成 本 最 低 ? 

设 每 头 性 口 每 天 需要 饲料 了 的 量 为 x; 单位 ， 问题 导致 在 约 
жЕ 

аах, + арх, + Нах, 28 
i == |,2,---;Шт?; 


下 使 成 本 
达 最 小 值 , 即 


шїп = ол + c,x, + + + сх, 


‚ Ж = cn + сах, + 0 с,х, 


ĉu +. Aut + --- + Has > bis 


a, + вая: зб T+ бх, 22 bry (6-1-2) 


(amiz: + amt 1 + ан, 22 фы, 


ETET FT pT = 0, 


-287 > 


Й 3. я т В, ЕВЕ] аль в, tsaa; 有 
1 个 销 地 ， 需求 量 分 别 汶 5,,5,5::-55.. 设 从 产地 i 运往 销 地 j 
的 单位 运费 为 c;， 且 产销 平衡 , 即 : 
21% 2 
试 向 应 如 何 合理 好 安排 产品 的 调配 ? 
合理 的 调配 应 使 运输 费用 达到 最 少 。 
设 х; 表示 从 产地 i 运往 稍 地 j 的 产品 量 ， 问 题 导致 求 


т " 
minz 一 КЭЭ 


ізтіші 
ЖА 
>, ха a, i= 1у255 55У 
i=) 


т . (&-1-3) 
Ули mb, 11,2, 44,9, 


ri 220, im 1,0, mi 11,2. 

以 上 村子 归结 为 周一 类 的 数学 问题 。 目标 函数 是 线性 А 数 ， 
вА Ка, т Ра ОТЕТ, ЖЕ 
РАЗНО К ЛМЕ. 

ЖЕЛ ВЕР. Ж 

С = (сете), X = бахх), 
А = (аң)ых»» b = Chib - b). 
线 狂 规划 问题 
maxr к= сүдү 十 c,z, 十 т. 
ац дәл T +. + а,х, S< bis 
am 十 axa, + +++ E аз, < bas (6-1-4) 


...... 


хуз Хуу 7-4, 2 0, 
可 表示 为 
maxZ = CX, 
AX = b, (6-1-5) 
X > 0. 


ЫЖ, maxZ = —min(— Z), П AX <b 5 (—А)Х > 一 b 等 
i. ВЕЛИКИЙ X 的 集合 称 为 多 许 解 域 ， 人 允许 解 不 存 
在 ;或 者 说 允许 解 域 为 空 案 , 则 线 福 规划 问题 元 解 ; 而 允许 解 存在 ， 
目标 函数 无 上 界 , 上 述 线 性 规划 问题 也 无 解 。 侈 许 解 存在 ,而 目标 
函数 又 有 上 界 , 则 上 述 线 性 规划 问题 有 解 。 


$2 Жж 


定义 ЯЗ ЕЖЕ НИ, Е Х,, Х,68, 
r€ [0,1], zX, + (1 — ЭХ, € S,#k 8 ЖЖ. 

Е, К АУЗ. Я 5--(ХІАХ 
= b,X > ӘННЕН о ЕЗ, W) S ЖЖ. ЕН 
如 下 ; 

ik Х,, NES, r é [0. 1], X — : X, + (í — 2Х,, АХ 一 
A[:X,+(1 — ЭХ, = AX, + (1 — САХ, =< b, TR, X > 0, 
因而 Хе5, TLAS ЧЕ. ЗОРЕ ЫК ОА 
Ж. 

ЖУ ИЗВИНИ, X e S. 如 果 不 存在 Xo XES, 
X, = X,, тє (0,1), 88 X = X, + (1 — X,, ДИК X ур S 的 
顶点 。 
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$3 线性 规划 问题 的 几何 意义 


下 面 举 几 个 简单 的 例子 ， 以 便 对 线性 规划 问题 有 一 个 几何 上 
的 直观 了 解 。 

# 1. max Z = z, + x,, 

Ге -E 3, = б, 
Зк, + 2x,= 6, 
x x, 22), 

Р 6-3-1 (а), Ср), (с) 影 线 部 分 的 含义 如 图 所 标明 的 jd) 
КЕНЕ (п), (A) Ce) 图 的 交集, 即 满足 问题 的 所 有 约束 
条 件 域 ,或 简称 允许 解 域 .问题 便 是 要 求 在 图 (四 所 示 前 域 上 找 使 
且 标 函数 取 极 大 值 钓 点 ， 

图 (se) 是 目标 函数 z ~ x, + z, 的 等 位 线 , 由 于 旧 标 淫 数 是 线 
性 函数 ， 故 等 位 线 是 一 组 平行 线 。 如 箭头 所 指 的 垄 直 于 该 平行 线 
的 方向 ,是 目标 函数 单调 增 的 方向 ,直观 上 很 自然 担 出 结论 ， 骨 标 


函数 只 能 在 允许 域 的 顶点 (所 ， 所 处 取得 最 大 值 z= 12—21, 

这 里 举 的 是 两 个 变数 的 情形 ， 对 于 多 个 变数 其 道理 还 是 一 样 
的 ， 由 于 目标 函数 是 线性 函数 ， 即 * СХ 是 线性 函数 ;约束 条 
# AX < hb( 或 > b) 是 线 狂 不 等 式 ,线性 规划 的 线性 二 字源 出 于 


此 


(6-3-1) 


#12. Ж Ze 3х, + 2х, ОЖ K. IS. 
ху хұ 6, 
加 一 和 二 和， (6-3-2) 
xz, + 3л, Z 6, 
Zx, + x; = 1, 


кіз%; 22 0, 


* 190 = 


Æ 6-3-1 


* Z9| = 


从 图 6-3-2 可 知 maxZ = 17 #(5,1) RIS иная 一 6 了 ， 


а 立 ) 点 取得 。 


ЕН 6-3-2 


例 3. 约束 条 件 和 上 例 一 样 ， 求 x 一 2r +25 的 最 大 值 ,不 
难看 由 在 (0,6),(5,1) 点 取得 z 的 最 大 值 12, АОИ, 在 (0,6) 
和 (5,1) 间 的 连 线 上 所 有 的 点 ,x 都 是 取得 值 12, 即 在 这 线段 上 取 
得 极 大 值 . 

ША Ж = + х, 的 最 大 ,最 小 值 。 
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| ж 
(0,0) моу 0Х0%% 
ә, = % ғ 
: % % 
2 Y z 
图 6-33 
х + 3x; = 6, 


225 + x, >> 4, 


м 一 z, =< 4, 


(6-3-3) 


25 一 x, > —4, 
жз 22 0. 
M 6-3-3 "Я z = x, + x, ЖЕ S bk ЕЕ ЖЕ Kia. 但 在 
6 8 2 4 
(5, 二 ) 点 取得 最 小 值 z = 2 
以 上 几 个 例子 虽然 限于 二 维 空 间 , 比较 简单 ,但 却 启 发 我 们 : | 
一 个 线性 规划 问题 如 果 有 和 解 ， 或 者 说 有 最 优 解 ,应 当 在 允许 解 《 超 


ТНК) 的 顶点 上 取得 。 如 果 对 于 二 维 空间 这 个 命题 都 是 正确 
的 ， 那 么 能 否 只 计算 基 些 项 点 的 函数 值 来 求 得 最 优 解 ? 这 正 是 线 
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= —— 
ЧА. -.—uuu — FH Pn и re 


ТЕЗДЕШИНЕ НУ нн ФЕ ЖЖ. 


$4 单纯 形 法 理论 基础 


ЖАН ДЕ ЖЕ. 
ЭГЕ РЇЇ Ж Е, ПН ЖЕ ДЕН Т Ж 
得 解决 。 
тах = сұл + сх, t --. “Ес,х,, 
anti 十 az, + --- + ax, S< 51, 
вая: + ама + -te + ах, < 6), 


ах, + ах, + +-- + аы„х„ = b, 
ET 220, 
ЗАВ ЕТ (6-41 н] ЕР Қ Ж 
тах2 = СХ, 
АХ < b, (6-4-2) 
X >, 
XT e E, PRETERA AX < b 转变 为 线性 方程 
Н, НЫ [ЕАН Е Е она» tete 于 是 (6-4-1) 变 成 


maxZ = ez, H ex, + +++ с», T Ozee + >> + Онар 


(6-4-1) 


ак, T apx, +++ + aux, F ха == л, 
дах T+ вых: T te + a;,z, "ант б (6-4-3) 
ат T amf: 十 … + Omata + Entan "F Бы, 


ET озна 7 а 220, 


为 了 简便 ,也 可 表示 为 
maxZ = СХ, 
AX = b, (6-4-4) 
X > 0. 
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其 中 X= СТАЛЬ 2”, 
С = (с, ener с, 0.--0), 
"ао 
А БАН, ШТ Тов 1.. 

& S= {Х|АХ = b, X > 6}. 20,5 是 超 凸 多 面体 。 设 
А = (ацУтх е) 的 第 17 № А;. 

жи, 设 其 一 (m z, a D € S.X 是 的 顶点 的 充 要 条 件 
是 X 的 非 0 元 对 应 的 А 的 列 向 最 线性 无 关 。 

证 : 用 反 证 法， 

计 证 必要 性 。 设 球 是 3 的 顶点 ,不妨 证 X = (их, 0-5 
0)7, ац, 5777554 E X BJ3EF 0 26, Ais 4,,5::. 4, 是 与 这 些 非 о 
元 对 应 的 4 的 列 高 量 ， 并 设 А» 4,5-7 4, 线性 相关 . 于 是 存 
在 一 组 不 全 为 0 的 常数 ams" eoa 19 

а. А, 十 mA, 十， 十 «А, = 0, 
4% Z= (lam < ор 0 0)7。 存 在 常数 s> 0, HE e 足够 小 ,就 
ntm kT 
有 Х+в7є8, Му DES X++ Z >0, ЖЕ A(X + sZ) 一 
b. BÆ 


х-1 + sZ) + 1-(Х— #2), 


5 X Ж 5 的 顶点 矛盾 。 іш, А,,А.,...,А, 线性 无 关 。 
再 证 充分 性 ， 
Ж X = (x,-- "m 0--.0)768 S, ху, 5506 > 0, A.. 
п +m— k | 
А, А, 是 这 些 非 ол А АА ,А,А,, - -,А, 线 
жж, ІХ 不 是 S 的 顶点 ， 于 是 存在 X, X, e S, X, = X,, 
ze (0. I), X — zX, + (1 — z)X.,. НХ X 的 后 n + m — k + 
ааа AA Х.Х, 的 后 # +m — А ТЛВ 0, МРП, 
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Te wr. 


K, = (Pr e 00. 0, 
X, = (PaP 2290.-007, 
Ф Y — X + (X, 一下) 一 Cy ZAREE U ERRED L H X, = X, 
所 以 Y = X. М ACY — X) — 0, ИД 
(у; — я.) А. + С»; 一 х)А, 士 … + 67 — х)А, — 0. 
这 与 А,,А,,---,А RELATE НИ 其 是 $ 的 顶点 。 
ЖМ, 如 果 b 可 以 表示 为 А БУРТФӘЯЛОЯЦЕНЫНУ ЕРЕН 
合 , 称 为 退化 情况 ， 和 理 则 称 为 非 退 化 情况 ， 
推论 .在 非 退 化 情况 下 , № XeS, X 是 S 顶点 的 充 要 条 
ЖЕ 天 .的 非 0 元 的 个 数 为 要 。 
AE; 必要 性 : ШОХ 是 S 的 顶点 ， 
由 非 录 化 假设 ,其 的 非 о сир т. 根据 定理 , Х 的 非 
0 元 对 应 的 А 的 列 了 向量 线 性 无 关 , 而 А 的 秩 不 大 于 т, ЖА 
的 线 注 无 关 列 向 量 的 个 数 不 大 于 m Am 其 的 非 о л Жл. 
充分 性 : 设 其 的 非 0 元 的 个 数 为 m. X 的 非 0 元 对 应 的 入 
的 列 向 量 必 然 线 性 无 关 , 否 则 ,b 就 可 表示 为 А 的 少 于 mw 个 列 向 
量 的 线性 组 全 ,与 非 退 化 矛盾 。 因而 ,根据 定理 ,XX 是 $ КЖ. 
м 
Е. БЕН 
max Z == CX, 
AX = b, 
XKX>0 
有 解 , 则 必 可 在 $ = {X] AX = b, 其 半身 的 某 个 预 点 上 取得 最 
IB. 
证 : Ж maxZ — М = СХ, Хє5, 但 K 不 是 8 的 顶点 . 
报 据 这 个 根 设 ,其 = 9, 因为 如 果 0€ 8, 风 6 是 $ 的 一 个 顶点 . 设 
Х--(%2,--ғ,0---0)7, Я, > 0. 


РЕЛЕП 对 应 的 А ОН А,, A А... А,,А,, 
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eÅ 钱 性 相关 ， 存在 不 全 为 0 的 61» rs" tahy 使 得 

аА + 0А, + --- + À, =- 0, 
令 Z= (maand 0)7。 取 适当 的 s> 0, tE K+ Z > 0, 
Я Z > 0, 而 且 这 永 个 向 量 中 至 少 有 一 个 的 6 分 量 的 个 数 比 况 
的 多。 


由 假设 ， СХ + #7) < CK — м, 
СОХ — Z) < CË — м, 
Ап 0<2:С2<<0, С? = 0. 
于 是 СОХ — eZ) = C(K + Z) = CK м. 


这 就 是 说 在 5 中 可 找到 一 个 新 的 点 ,0 元 较 多 ,使 目标 函数 值 不 变 
(最 大 )， 这 样 通过 有 限 步 可 找到 X* e S, 其 非 0 元 对 应 的 А 的 
ЭЕТ, X* 是 S 的 顶点 。 
取 下 讨论 若 不 作 特 别 说 明 ,都 是 指 非 退 化 情况 。 
为 了 增加 直观 了 解 , 举 例 说 明 如 下 。 例 如 
шах z = x, + Аз, 
他 + 3x, = 6, 
3х, + 2x, = б, 
xi xz, 22 0, 
引进 Ж; 44 得 
max # = g ах, + 0а, + бл, 
P. + 3x, + x, = 6, 
3x, 十 2x, + z, = Б, 


(6-4-5) 


ZX, із, Ж, 2 0, 
дз, 称 为 是 松弛 变量 , 它 的 几何 意义 见 图 6-4-1, 
如 果 说 ху == 常数 是 和 x, НЕ ВУ Е ЕЕ; м, 一 常数 是 和 x, Sh 
平行 的 直线 族 ， 则 nam 常数 是 和 Za + 3x; 一 6 平行 的 直线 族 
2z, + 3z; + = 6, 例如 22, + 34, — 6 对 应 于 а = 0. 过 (2， 
DAR lx+ 3x;== 6 平行 的 直线 为 Zx 十 3ж,=4, М 二 2。 
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图 6-4-1 


如 图 6-4-2 BUR, ЗИНО ЛЕРДЕ аң == 0,z. - 0, z 0, 
да = 0. MAMAE 0,0,6,6),(2,0,2,0),(0,2,0,2), 


(5, 6,00). 
^5 5 . 


(0.3,—3,0) 


оғ 
<0,0,6,5) ич 0 <2,0,2,0) 3,0,0. — 3) 
ЙІ 6-4-2 


* 298 а 


请 读者 注意 所 有 的 交点 都 有 两 个 坐标 为 零 ， 即 为 两 个 边界 线 
的 交点 。 


3: 2a t 3n + w = 6, (1) 

—)2: 3: tn +, = 6, (2) 

5.01) — 2. 02у: 55, + 3x,— 2x,= 6, (3) 
Р += + а; — En = 2. 


和 3z, + 2r, + x, w 6,5 а + т 2 并 列 得 


ат р, + = 2,5 т 2,5; _ жұға bD.BH(2,0,2,0545 ЕН ЖҮР 
解 ,而 且 是 允许 解 域 的 一 个 顶点 。 


$5 单纯 形 法 及 单纯 形 表 格 

由 上 节 的 讨论 可 知 ， 线 任 规 划 癌 题 的 介 许 域 是 一 个 超 呈 多面 
体 ， 鞭 最 优 解 (车 存在 ) 必 可 在 顶点 上 取得 。 但 是 避 个 约 东 条 件 n 
个 变 元 问题 的 允许 组 域 可 以 有 (“市”) 个 顶点 ， 当 a Жіт ЖЖ 
整数 时 ， 这 可 以 是 一 个 非常 大 的 数 ， 因 此 用 穷 举 的 方法 是 行 不 通 
的 。 | 

ж-ш 

B| АРАҒЫН, 4821(6-4-5) НЖЖ» 
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maxz = СХ, 

AX — b, (6-5-1) 

X > 0. 
如 果 b > 0, Д] Хо (0...0 bbr- bm)" 是 SS 的 项 点， 单纯 形 
法 的 基本 思路 是 从 № ШЕ, 换 到 3 的 与 № 相 邻 的 预 点 ,使 目 
标 函 数 有 所 改善 ， 经 过 有 限 步 使 达到 最 优 、 顶 点 的 非 0 元 称 为 基 
变 蜂 ， 基 变量 对 应 的 4 的 列 向 量 称 为 基 ， 从 一 个 项 点 换 到 相 邻 顶 
点 的 方法 是 高 斯 消去 法 , 即 用 行 的 初等 变换 进行 列 销 元 的 方法 .为 
THARA, F А,,А,,: А.А," … A... Ж А ЯГА 
E. 用 Р,,Р,,.--,Р,,Р,..,---,Р... 表示 b 及 А НЯНИ 
过 行 的 初等 变换 得 到 的 列 向 量 。 1 

Р = (PP, .PP P. D). 

在 P 中 始终 有 一 组 构成 二 阶 单位 阵 的 列 向 量 。 RAAE HEE 
进行 的 初等 变换 相当 于 诺 雹 一 个 适当 的 可 着 年 阵 。 不 难看 出 ， 在 
这 里 适当 的 可 道 矩 阵 就 是 对 应 的 姑 个 线性 无 闫 的 4 的 列 移 成 的 
ЖЕР, 设 X, УЕ, ЖОПЯ X, 一 《mca 0,0-5 
0)7 ,其 中 аза, > 9, 是 基 变 量 ， 它 们 构成 列 向 量 P. 9 
吾 是 基 变 量 对 应 的 4 的 询 向 量 构 成 的 可 着 知 阵 ， 也 称 为 基 阵 。 不 
妨 设 


B 一 (А, Ағ ú . A.D. 


于 是 
А = (BN), 
其 中 
N 一 (Ann ` -А..,), 
将 上 述 综合 起 来 有 
B CA Ar A...) = (PPP: -Р.+=), 
由 前 设 可 知 


Р, 一 (бат, . чи» ТГ. 
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на 
Р; = (озен чыр, 
这 样 就 有 
ВР, ~ A,, BP, = b, 
А; = аА, ordi 二 
b = аА + «А, + oAn. 
В РАЗН =СХ,) = суа, 十 c + *-- + сна, 


2. ИЖ 


从 一 个 顶点 换 到 相 邻 的 顶点 ， 相 应 地 表现 为 一 个 非 基 列 向 量 
选 为 基 ， 同 时 一 个 在 来 的 基 变 成 非 基 。 在 此 过 程 中 一 基于 使 目标 
函数 有 改善 ,二 是 要 满足 约束 条 人 忻 。 

ЖЖ 4; ЙЕ Ж ЖА ЕЛЕ. 

b= 2А, + må, + .二 eA, 
—#А = 一 外 5 本 ,十 А, + +-- + А), 
b = s, — Ba; УА; + ВА;, j= m + 1,- т + n, 


dT 


要 从 原来 的 顶点 换 到 新 的 顶点 ,就 得 使 5 仍然 表示 为 恰好 二 个 А 
的 列 向 量 的 线性 组 合 ， 并 且 在 此 组 合 中 普 个 列 向 量 前 面 的 系数 都 
是 正 的 。 为 此 , 令 


в = шіні. a >> 0 ы (6-5-2) 
Н 


证 g = 对 ,于 是 с; — Bai — 0, 内 而 А, ВЕР, А, ЖА 
© 


Жи. 
设 X, 是 新 的 顶点 ,有 
X, = (о, 一 Воја 一 pos- -0 aa — бон; 0- ° Гоу, 
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新 顶点 X, 的 目标 函数 值 是 
KX) = > e (z; — Вон) + єй 


= 21 + қ ci 一 21 ген)» 
设 Ca 表示 X, DARET HE E ЭК ЮЖ Sk Eg pk hu ЖЕТТИ] 
量 。 根 据 前 设 有 
. z(X;) == СХ) + gle; — СР), 
或 表示 为 增 最 
AZ 一 #Се; — С.Р). 
请 注意 Р, 一 BA, 于 是 С.Р, = C, ВА, АВ, «(Х,) = 
С,Р, = CaB-b。 为 了 讨论 方便 , 令 
z; = QP; = С,В-А;, 5 = с — (6-5-2) 
Жо, А; ЖАНР НАМ, 1,< 0, А; 
进入 基 阵 可 使 目标 函数 减 小 。 若 进入 基 А, 可 使 目标 函数 得 到 至 
善 ,但 P, 所 0, 则 且 标 通 数 在 优化 方向 上 无 罚 , 该 问题 就 无 解 。 

ЖЕ. 设 X 一 《aw an0..…0》 是 线性 规 化 问题 (6-4-2) 
的 一 个 解 ， 六 ,总 ,,… A. R X 的 正 元 对 应 的 基 ， ШЖ А0, 
1 —1,2,--- + т. X 是 最 大 值 点 ， 其 中 4 一 ci 一 CoB 'A;, 
B= (А,А, An). 

ЧЕ; 设 8 (6-44-20 АЕ, Y e S,z( Y) — СУ. 
根据 假设 мо, ¿=S zi, L= 1,2,:.. n + m, 写成 矩阵 形 
式 就 是 

с=<(С,Р,,СР,,:-:,СР,..), 
С = (С,В-*А,,С,В-А,,.-. CB T'A...), 
С«<С,В”А, 
+E 
СУ < CGB AY, 
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CY < C,B-:b, 
而 Bb = Р,, С.Р, = CX. 从 而 
cY < Cx, 
期 X ежа. 
ЕАН РЕН ТН». ВЕ 
ЕЕ ТЕН ЕК, Ж-Е ЕНДЫ 9а, РАИ E. 
ЕЕ. № ГЕНИИ ,把 前 面 的 符号 重新 规定 如 下 。 


мух): 
marr = сх, + e + eee отче 
约束 荣 件 : 
ааба z, м» 
а айы 0010. x 12 
h . 
43а. * а +m ї.+т 5% >» 
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其 中 
Сын "т Сафа СС = сып ™ 0, 
P; = (ofa +» oT F122. 
Р, — (86... 697, 
然后 把 上 面 数据 十 人 下 面 表 65-1 中 作为 第 一 步 。 
(1) ЯЯ ZE с m, 
ЖЖ с; — 0, j= 1,2, :-. n m, 则 不 可 能 使 目标 
ARANE š НИЕ И НОЯ {ЕЖЕ М ДЕ 
хь = КЭ, z, = Бо, -- 2, == Бо, 
жу == б, ] % Бубу уб, 1 =< ; =< n + т, 
ЗЕ АЕ Эб т^, 
(2) 如若 不 然 ; 进 入 的 基 P; 的 选取 应 洲 是 
єр z; >” Ü 
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Be eee  ——+— a . a .?0 > 


Р... 
Сия 
t 
a| $19) [ш т 也 
І 
| eje 
5... kerer шат 
-“- І 
Н 
i -E 
Н в 
— 
КЛА. 
Ps, ce, PP (а іу 2 “2 
- 
Н : = 
: il : [| k... c fem ў 
В } - 
- w 
ы Phy iwa gO] |а. 
эө AD fanas 


注 ; 1) 这 一 列 记 给 出 的 4 AAA R A ЕВ ЖЕ» B-' RETA № 


ЖЕ АЎ] БУТА Ze RRE. 
然而 当 ”很 大 时 ， 增 加 了 许多 计算 量 ， 所 以 也 可 以 选 第 一 个 «i 
— #; = ИЙ 


确定 了 进入 基 Р, 后 ,计算 


以 确定 退出 的 基 Pa 

(3) ЖАЖА Т j 列 元 素 в BETEK., HR 了 列 进行 
Жал. RIPE 

P Беа, ар -аФ/а9,і--1,2,-..,п-Ет, 


ы» . 
О = Ы% 一 ауы = l2, r -- 1,4 1,2 т, 
+ 


= 304 + 


а” N 
-ы ар i= 1,2,-2-,4--1,8--1,-:., т, 


5% 
Әз. gD — j 49 . А 
ан ац а% ан» і = 1 ,2 J—1,1+1,:. в + т, 


А? == ДО 一 ай aw, Læ 1,2, — 1,} + Тя T+ m. 
20 
Kh = 29 + ВАР, 

国 下 面 说 阴 为 信 么 在 以 в} 为 主 元 进行 消 无 时 ， 行 向 量 
Саде nr》 可 以 一 并 进行 。 
НОЙ Б И ө | (% 

aP m end - ар) + en (op Шар) 
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一 СРР — сай + cj AE 从 一 29 Ч ССР — са) 


к 


-P+ Eas 一 P), 


所 以 ， 


о) 
— gD m p, — а; 
Erm si) == e, — aP Oo zy, 
аз: 
H 


Bp 


00 до Ф д, 
aÑ 
ki 


把 所 得 的 结果 写 人 下 表 6-5-2, 返回 (1)。 这 样 周而复始 ， 直至 达 
到 最 优 。 
й1. maxs == Зу, + ба, + 2х,, 
іш + 4x; + z; =< 2, 
x, + Зх, + 2х, = 1, 
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кү, Хіз Жз = 0, 
引进 松弛 变量 Хауз, 
marg = 3x, + бх, + 2x, + бх, + баз, 
{= + 42" F x; + x, = 2, 
x, + 3x; + 2х, = i, 


>32, = 0, 


结果 如 表 6-5-3。 

ЖЕШИНЕ x, = 2/5, 一 115 目标 函数 为 z 一 12/5. 
#42. maxs = zx, + 245 — Fi. 
Ж 6-5-4 
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i ee 


-Hint а - Жа F z, = s, 
1 3 
— x 2— ж —x, + x, = -一 
7 * 14 2 14? 5 » 
+ а Даа 6, 


ыы ы ыты = ü, 


下 硬是 问题 的 单纯 形 表 6-5-4, 
3 1 т а 
由 于 “一 二 > 但 也 一 (全 一直 PUN 363838 
ЖААЖ, В.Л. 


56 改善 的 单纯 形 法 表格 


单纯 形 法 至 今 依然 是 线性 规划 的 有 效 算 法 。 但 仔细 观察 ， 不 
难 发 靳 有 些 计算 不 是 必要 的 。 单 纯 形 法 在 进行 列 消 元 时 相当 于 左 
ЕР ВЕ, ЖИЕ 有 8-! 是 关键 。 若 求 得 В”, E 
可 以 计算 

P; = BA, 4 = C, — Z, — G; — QBA, 
因而 计算 u 时 CoB 是 公共 部 分 ,可 以 先 计算 。 因 
C,B-'A; = CCB DA; — С,ХВ-А;), 
БЕГДЕ ГА ВИ CBA Ве 可 存 于 4 
中 严 阶 单位 矩阵 的 单元 中 ， 


| | _ | РР.. ` Р,В,,- М ‘Parn 
| nm 
| 


* 308 = 


对 于 问题 K6-4-3) 政 善 的 单纯 形 靶 计算 步 驮 如 下 : 

(a) НЯ 及 B 'b, 

С») 计算 C,B-,C,B b, с 

(су 计算 u = C; — СВА, P = 1,1,5, n + m. ЖЯ 
有 изо, ниж. H P。 所 确定 的 ZLX) ERARA ARA 
数 最 大 值 。 否 则 令 

вр xi = max[c; — к] ер — x > 0}, 

(a) Pi 一 BARIERE в, ВЕЛ НЕА Ж 
Pt。 以 А; 取代 А, Е] (а), 

这 里 并 未 涉及 如 何 计算 以 А; 取代 А, жу ЕРЕ B нй 
В", НЫ ЕЯ 

В, = Ch, brt- 6, be) 
дім 

的 逆 Н. ЖН-ЖНЕ b ЖАЯ р. Ж 


В... — (5, БББ), 
ЖАЛ] 
ж BZ. R Ba 的 过 程 是 部 可 以 利用 已 知 的 В, 的 信息 ? Ж 
жане. | 
Ф 
` B,,Y = P 
ii 
Y — BLP 一 Су, у- ` э) 
н 
1 0 y, 0 
ü 1 y; 0 
0 0 ,ys 0 
E, ғ- É 
оо y, 1 
t 
ЖАЯ 
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可 从 著名 的 Jordan ЖЕЖ ЯЗ Ex 


从 


显然 有 


В... E, = В... 
> В = Е Ви. 


CE Em) => (Em: Егу) 


其 中 Еш, 是 m x m ВОВ НЕЕ, 


(E iBA) ~ (Ед: ЕВ) = (Em: 
县 不 难 可 得 
00 -у/» 
0 1 0 yal Yr 
Ei' = Н : `. туі 


阅 样 的 理由 可 通过 类 似 的 行 变 挽 可 得 B. 


TE 


0 0 0 --у,/у, 


实际 上 可 得 求 B. 的 紧凑 表格 如 下 : 


CYB) = (E, Bzw). 


其 中 E, 为 
《00.… 0 | о... 0)”, 
ERTER 
因此 可 得 改善 的 单纯 形 表 6-6-1 如 下 : 
м. marz = —x, — x; t 4х, 


x, + x, + 2х, = 9, 
Sese 
я + к. + х; = 4, 
жі, 22, Ks 2 0, 


ЫЕ ОЕ: оу X63 得 


"зи, 


Ват 


ЖЕ; 


В), 


"v 
nr “Ж 


А үзү з че > 


тахач=—кх,— т, + 4х;, 


я На: + 2z; + =, = 9, 
и 
— x, + x, + x; + x, = 4, 
结果 如 表 6-6-1, х5 3525524583520 > 0, 
ЕЖЕ БЕНО ПЕТ, МВ с — = = 4 > 0, 便 可 
立即 判定 可 取 P, 作为 进入 基 , 相 应 地 确定 P, ШШ. ЯЗ P, 


进行 列 消 元 ,使 之 出 现 


则 相应 可 得 新 的 P.,P..P.,P, 便 是 所 有 求 的 P, МКИ ERR. BI 


. 31.» 


Ш Р.,Р,,Р, ХК РАЯ: 


10 
0 1 
0 8 


或 写成 


1 
C,B-1= ( 00 o [° 1 

0 0 
这 样 ， 其 它 不 必要 的 计算 可 以 省 去 。 


9 
\( 
i \4 
—2 

1 

1 

第 二 步 计算 得 P， 作 为 进 人 


| 


基 时 ,必须 计算 Р, 一 В-Р,. Р, 表示 新 的 Р, 


$7 — É 


É 法 


ARPE ЖП МИНЕ ИЕ ILA ТЕ СЕМЕН. АР 
基本 思想 是 从 一 个 顶点 出 发 找到 另 一 个 顶点 ,使 下 标 函 数 慎 有 所 
改善 ,经 过 有 限 步 便 可 得 到 最 优 解 ， 但 有 一 个 前 扣 , 必 须 找 到 一 个 
属于 人 允许 解 域 的 顶点 、 如 若 不 然 单纯 形 靶 便 过 到 困难 .下面 介绍 
二 阶段 法, 二 阶段 法 的 第 一 阶段 设法 找到 一 顶点 ,第 二 阶段 从 此 起 


步 。 举 例如 下 。 
例 ; 


+ $12. 


minz = zx, + r; 


P, | Р, P, 
一 一 - B 
0 1 1 
0 I 3 | G) 
0 0 ° |342 
-i| 0 112 
+1| 0 2 
9 11/3 о | 3 
o 1-4) 9 | 6/5 
—1 = 1⁄3 1 | (3/5 
1 8/3. o 
1/5 | 2/5 — 1/5] 4 
Gay 一 1 --1 | (1) 
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"= a а F s . a s =з 2. 


БЕЛ + x, 23, 
4ж + 3х, 26, 
z + 2x; 222, 


masm 220, 
引进 松弛 变量 а, А СФЕ mm 得 
| mins == zx, + r, 
Зх + x; — x; + == 3, 
4х + 3х, — x, F x; = 6, 
а + 2х,— а t r= 2, 
ži = fo 1,2,3,- "+8, 
434. 


-PRR ГЫ С 
minZ, = x; + x; + xs 

的 问题 如 下 。 

从 表 6-7-1 5 -- ЛЕ: n = 3/5, = 6/5, ху == x, 0, 
ж 1. 即 满足 0 

` хуз Хз Жаз Za s 5 22 Ü 
За, + zn — m = 3, 
|. + 32. — x, = 6, 
x, t 25, — x, = 2, 

# 6-7-2 A(Z, бро, ) 为 起 始点， 开始 第 二 阶段， 故 得 最 
ж | | 

m 3/5, д, = 6/5, n= к. = 0, д" 1, 

ming = 12/5. 
第 一 阶段 用 改善 单纯 形 法 的 计算 见 表 6-7-3。 
ЖШ; 问题 (了 ]) 有 解 的 必要 条 件 是 问题 (1) 的 解 为 
Жар “Жы тЫ = 0. 
ШЕ: НСО ter "= z. "=" бз Же == 0 
的 条 件 , 即 z, > 0, 不妨 令 其 中 的 кн == бе» на "= fato ra 
Eara T В.к. 问题 (I) 的 解 为 于 一 (ал 6а), ГЕ 
a кышу) 
”个 mt 
CA:EX(? ) — AX — b. 


即 X Eik, (НЕР (XO UD 的 目标 函数 为 
z, = 0 < би + Pata + --- + Patas 


ERODI я, > 0 PREFE. = 
这 就 是 为 什么 把 这 里 引进 的 变量 称 为 人 工 变量 的 原因 ， 它 只 
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ИЕ Л НУВ, ЖАЛАНЫ. WERA 
ЕЯ ТЕН. 


$8 退化 情况 及 其 它 


前 面 讨论 的 单 征 形 法 的 前 提 , 一 是 非 湛 化 ,一 是 右 端 常 数 项 6 
的 元 素 都 是 正 数 。 现 在 补充 讨论 如 下 。 


1. 退化 情形 : 


AEREE 25 m, MEERES D24., ХИН 
多 面体 的 顶点 坐标 一 般 说 来 有 后 个 非 零 元 素 , ТЕЖ. 
设 P, sP..." ` “Piy тА, ЖЕ тЇ ЛЕ 41321955)» 
а. на 2. 
P, = 9P + ФРь + + + + а„Рь,. 
车 Pp, W| Hb F m АЖИ АЖ, WIPO OB КЫ, Яр 
超 吓 多 面体 的 山 点 坐标 的 零 元 素数 目 多 于 n +. 


<0,5,0,8, 11:0) 


ї 2 
4 


, ,2.,00,) 
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例如 
max z = x, + zys 
z + z, = 5, 
х 2,5-3, 
xz, + 3х, Z 4, 
2х, + x, >: 5, 
хуз; 20, 
引进 松弛 变量 хунх зэ 得 

тах z = x, T х, 

д + x, Б 5, 

ху z, + xz = 3, 

z, + 3х, r= 4, 


2x, + x;— z£ = 5, 


图 6-8-2 


Құз» Xss ну Ass te 22 Ü, 
由 图 6-8-I 可 见 ， 四 个 项 点 中 有 三 个 顶点 其 学 标 有 两 个 墨 苑 
Ж.4Н(0,5,0,8,11,09Ж 3 tE, 它 可 以 看 作 蚌 图 6-8-2 中 
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| Za T x; = 5 — 8 
当 & 一 0 的 极限 。 
2. 84k 83 huta y EL ЕИ 


有 一 个 例子 说 明 退 化 的 问题 用 单纯 形 法 求解 可 能 失败 《列表 
6-8-1), 


min z = 一 人 + 205, 一 py + 6» 


Len 8х, — z, + 9х. < 0, 


сш — 125; — >> + 3х, = 0, 


=, 
Yl 7s Т = 0, 


引进 松弛 变量 Xss Tes Жуз 得 


min z = а + 20%, 一 ҒЫ + бл» 


Чет — 8 — m + 9z, + m = 0, 


l, 一 12х, 一 l , + 34 + xz = 0, 
1 2 
>, 十 x, = 1, 
x; = 0, ү == 1,2,3,4,5,6.7, 


显 热 ， 目 标 函 数 自始至终 没有 改善 。 实 了 标 上 在 整个 过 程 中 都 
未 离开 x, = x, = m r= Ü, s= 1 D. 


3. 小 抗 动 法 
为 了 时 从 退化 销 况 中 摆脱 出 来 ,使 约束 条 件 


Gazi T a;x, + ete F дн ™ бу 
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0 


一 84 | 一 12 8 


, | —3⁄4 0 1 0 0 
-А5 Бу ім | 0 0 
1 
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ама Раз, E eto ая 
== 6; + вдЕ + 228? 十 -十 н.т, 


= 1,2,5, т. 


ЖАНЕ, КЕ в--0, 
以 前 面 循 环 不 已 的 例子 。 利 用 小 扰 动 法 求解 如 下 (列表 
6-8-2), 
请 读者 注意 ,从 本 例 可 以 看 出 ,比如 
В = min{s 一 326 小- Е 2482 + -.-} 
其 中 г 项 系数 为 零 ，8 项 系 为 1， ik 8 一 上 一 328 + -.-, Ш 
Е’, 1,27, 项 系数 恰好 直 


0 11/4 一 8 
э ох, 0. 


的 各 分 量 分 别 与 进入 基 Р, 的 对 应 分 量 的 比 信 所 确定 。 故 当 由 于 
出 更 退化 不 能 利用 


* 320 ° 


а — 3285 —+- 
ав? + == 
1+ а 


一 引 44 + = 


| a + Ba! — o 1 一 外 4 
в + == — 15/4 
+= 0 


| —3{48 + 


j g- 
вуза -- 
8 


1- Ee + 
3 


— 5⁄5 i 


一 415 
0 


(2/15) 


(77/52 


. 32] • 


a EE 


r 


min 他 
2.4 


вн 30] 


唯一 地 确定 主 元 素 时 ,可 依次 令 l= 1,2,--Ж 


直到 唯一 地 确定 


ы. . 
аһ 
ЖЫНЫ а, 为 主 元素 。 从 而 确定 退出 的 基 . 

除了 上 面 所 说 的 方 靶 ,再 介绍 一 种 避免 循环 的 Bland 法 则 . 

Bland ЕЛІ; 如 果 有 有 几 个 基 都 可 进入 , 选 下 标 最 小 的 进入 ;如 
ДЕЛЛЕ ВАЕН, ВРАЖАВ. 

证 明 从 略 。 

Bland 社 出 虽然 简明 ， 但 实际 计算 时 迁 代 次 数 却 不 一 定 比 小 
扰动 法 少 。 因 此 在 过 到 退化 情况 时 可 先 考 虑 选择 使 户 沁 0 的 基 进 
人 人。 前 例 利用 此 策略 的 改善 单纯 形 表 6-8-3 Т; 
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аы 一 min | 
а F 


59 对偶 原理 


1. НЕН 
问题 (Р): 


max ж == сі F cx, + 2х, 
анда + aos; + ° + а„х„ < б, 
сул 十 axa + 5 + ашк, < bp 


ЕГІЗ + Жі + -F mp Tm = bas 


21951977, Z, ШЕ б, 


问题 (2): 
min w = Бл + bif: +--+ Emms 
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апу, + anya + +° + ау 2564» 
айла T ву, + 5 + ау, 2264 


ану 十 ау: + ee РЕР бт 
yi yay" ya = б, 


s ШЕШШ А. 
іні (Р). 问题 《7): 
шах z = СХ, тіп ж = ҰБ, 
AX <b, ҮА >C, 
X > 0. Y> b, 

其 中 


А = Са,аха» b= (b;)sxus C = (сі 
其 一 COPA Y= О. 


2. ЕН Ж Х. 


A n 种 不 同 的 食物 , Sj 种 食物 全 营养素 1/ МЕЛІ ау» 
其 中 :一 22， 假如 配 一 食谱 要 求 第 ;种 营养 的 量 不 低 于 
,而 第 f 种 食物 的 单位 价格 为 с, 从 消费 者 角度 项 望 费 用 最 低 ， 
ОН 

min z = ая № саз + Те. 
ауу, + age TF + а, Z Б, 
asam Нах, 1 55 + а, 2: bas (D> 


бий: T йыл. + . ах, 22 bar 
OTE TEREPE x, Z 0, 
其 中 ох; 为 第 ;种 食品 的 需要 量 。 
MERHED BERAT. Æ: 种 营养 素 的 单位 价 稿 设 为 
ys 它 必 须 服 从 下 列 的 约束 条 件 ， 
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qn: T any; --- + олун Ж Су, 


вау 十 вру: P í. + ашуы 56), 


w"... ... 


"... 


(P) 


Gayi + Giay; + +... + аўт =< с.» 


у; Z 0, i= 1,2,:-:,т 


否则 价格 将 是 不 合理 的 ， 顾 客 不 愿意 购买 而 用 代用 上 品 。 故 合理 的 
价格 应 是 在 约束 条 性 CP) 下 使 目标 半数 
z= bhyi H Бу, + +++ + buya 
达到 最 大 。 这 两 个 间 题 恰好 是 对 侦 问 题 . 
定义 : 问题 (DD) 称 为 是 问题 (P ) 的 对 从 问题 ， 
问题 (了 ) 和 问题 (D) 用 下 面 的 图 表示 .。 


£, Жу asas. 


B ТЕШ (Р) 
max z = х, — x; 
-ina + x, = 2, 
хр 2x, = 1, 
х + x, = 4, 


55-2 9, 


问题 Ср) 

тіп w = 2y, + y, + 4y,, 
—2у, T а + у 21, 
у — 2у, + у; > —1, 
Уз» Уз» Уз» Уз 2> 0, 


* $25 + 


3. 对 偶 问 题 性 质 


Ж w = Yb 的 最 小 值 可 以 转 为 求 w = 一 Yb 的 最 大 值 , 故 


іі (D) 改 为 
max w = Ү(--Ь), 
Y(—A) < (—C), 
Y > 0, 
其 对 偶 问 题 为 

min z = ( —CX, 

(-А)Х > (—Ь), 

X > 0. 


шах 2 = CX, 
AX =< b, 
X > p. 


即 问题 (D) 是 问题 (P) 的 对 偶 问 题 . 问题 《D) 的 对 偶 问 题 是 


ІНІ СР); Ша) СРЯ (рун ХӘН ІНІН 


定理 : 问题 
max д = СХ, 
AX = b, 
X > 0, 
ANAE 
min w = Yb, 


YA > C. 


(РО 


<р) 


证 ; 问题 (P1) 的 约束 条 件 为 АХ = b, 等 价 于 


AX <b, 
AX >b, 
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АХ <b, 


—АХ = —Ь, 
即 
b ` 
(Аж <(ь). 
但 问题 
max z = CX, 
(CA)x<( 3), (Р) 
X > 0. 
ВНЕ (АТАХ № 


min я 一 TEA 5 ) 


(p) 
А 
сухо ( а) 2, 
Y, > 0, Y,> 0, 
A 
: 1 Y, = C, 
但 CViYD( A)> Cm СҮ, ҮЈА 
令 Y 一 Y, 一 Ү,, 
b 
(Y, Ya ) = СҮ, 一 У 一 Yb, 

故 问 题 (P1) 的 对 侦 问 题 СЮ) 

min w = Yb, 

YA > C, i m 


4. 对偶 定理 
定理 : 设 X, Y 分 别 是 问题 (P), Ср) 的 允许 解 ， 则 CX 
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< Yb, Kl CX 一 Yb Е, X,Y 分 别 是 问题 CP》，(D) 的 


ЖИМ. 
ш: 由 于 
AX =b, YA > C, 
ЕЕЕ 
Dasr < b; i= 1,2,::-,т, (1) 
i=] 
Sanyi > а, í w 1,2,-%%,, (22 
іт} 
Д] 
CX — “суу; = 55 70% 
іші i= jmi 
一 |> һа) yi =< Soy = Yb. 
fm lj е ті 
CX < Yu, 


#4 СХ = Yb Шу, Ш X 不 是 LP) НЛА, МИЛ 
天 ,使 СХ, > CX = Yb, хм CX, < Yb ЯН Ж. 
ATE У 是 4D7? 的 最 做 解 ， E 
定理 ; Ж Х,У ЯЗЫП (РОСО) 的 最 优 解 , 则 
CX = Yh. 
证 ; X 是 (P) 的 最 优 解 , 故 
max z = СХ, 
АХ =< b, 
X > 0, 
нн Y 满足 
min w — Yb, 
YA > C, 
Ү >0 
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B| Е Х.,іні СР)» 
шах z — (С:6) (5) 


іт 


сви) =b, 


МЕ 


(А:Е) — (РР, Puen). 
ЕВ 为 由 问题 CP уру ңе И КЕ ИИ Я pR ОН, 
X. = BP., к; = С,ВТР;, |--1,2,:%-,! + т, 
& Y, ~ CB, арія Y, 即 为 问题 (D) 的 最 优 解 。 
Y ,CA:E) = С,В-КА:Е) = (CB >A CEBE, . 
由 于 Х,, E СР) HRE, Ж ci 520, j= 1, 2,--5,п 
+ т, Вр 
С,В-'А > С, С.В” > 0. 
(C,B-5A = YA > С, Y,>0. 
故 Y, 满足 问题 (也) 的 约束 条 件 , 即 是 问题 (了 ?的 充 许 解 。 
此 时 
Yb = CBb — CBb) = С,Х,„, 


依据 本 带 前 一 定理 ,可 知 У, 是 问题 (DD) 的 最 优 解 。 т 
5. 影子 价格 
对 偶 原 理 不 仅 证 明了 问题 (P),(D)7 的 解 满 足 等 式 
Yb = CX. 
实际 上 还 给 出 荐 (P 38938 Xa = BP., ИКРУ 
Y.,, — В’, (6-9-1) 


(5-10-1) 可 以 用 来 求 对 偶 问 题 的 解 . 
С.В 称 为 食品 价格 C 的 影子 价格 。 以 梧 节 开 始 介绍 对 位 问 
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题 时 提 到 的 两 个 对偶 的 经 济 问题 为 例 ,问题 《P) 是 要 求 费 用 最 低 ， 
С.В! 则 实际 二 是 各 种 营养 素 的 价格 , 它 受 食品 价格 的 制约 。 

影子 价格 在 运筹 学 中 有 其 重要 的 意义 .问题 (了 ) 的 最 优 解 的 
= ЕЗ А 

z 一 О.ВТР,, 
5 D = СЕ! = (4,4,-+-4„), P. = Chibi tba) s 
WT z = dib, + dih, + - а,б, 
Ж * 看 作 是 右 端 常数 项 51,6, c. b, WAH, 
Әг 


d,= —, i= 1,2, -* * sm. 


98 


好 影子 价格 
СУВ! = gra dz = ( 


*...... 


ЖЕСТ 
从 影子 价格 可 以 看 出 8,52: 8. ПУР N 
н. 

6. М 


min w = y, + уь 
Зу, + 4у, 26, 
і + Зу, > 3, 
2y, + у, 2 2, 
y = 0, y, = 0, 
先 用 两 阶级 法 求解 ,然后 用 对 个 原理 求解 . 
引进 松弛 变量 Уз, Ya s У 及 人 工 变量 Yay Уту Ysa С 
min wy == ys + yy E у, 
Зу, + 4y; — у, + y, 6, 
р. 3y, у у = 3, 
2у + y, — ys + y; — 2, 
y 2 0, im], 2, - 8, 


4330. 


Р, в | 6/5 
P, ol 3 
P, 1 | (3⁄5) 
0 
— | 一 一 — 
Р, -1| «13 
Р, —15 4 
P, 3/5 
2 
Р, | i: 一 ! 
Р, 3⁄5 е 14-15-35 o 12175 3/5] 9 
Р, 6/5 1 в [3/9 45 0 |3у51-4/ 0 
0 о [о/о [о1о Гата 
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-.4/5 


《一 弛 5 C35) 


故 最 优 解 为 y 6/5, уа 3/5, y, = у 0, у; = 1, ВАЙ 
Ж6-9-1 见 上 页 。 下 面 求 其 对 侦 问 题 的 解 ， 

тах ж == бх 十 3х, + 253, 

ре + x, + 2 = l. 

4x, + 3х, + х = 2, 


Xis X; 1; 2 0, 


Ө] ЖЕГИН Kirso 
对 偶 定理 证 明了 问题 СБОРУ № 
Y, = CB !, 
3/5 p 


现在 С, = (6, 3), в“ - ( 
—4/5 3/5 
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(у, уз) == (6 3) 4 
БЕЗ 
Ж {Ж АЈА ВУ Ps ЕЛЕ 6-9-2, 
3 6-9-2 的 最 后 一 行 实际 上 是 
C — CBA E) — С—(СлА:С,В "у, 
Нот GB” НАС, 本 例 显而易见 从 
问题 (P ) 获 得 问题 (D) 的 解 要 简单 得 多 了 ， 


$10 ЖЕЛЕ 


| 
-一 一 
л! 
хл | 
4. 


对 于 问题 


max z = CX, 
AX <ь, 
X > 0. 
# b 出 现 负 的 元 素 时 ,单纯 形 法 便 出 现 了 麻烦 ， 正 如 $10 中 所 讨 
论 的 那样 要 借助 于 二 阶 女 法 ,这 样 计 算 量 和 存储 都 得 随 之 增加 .这 
一 节 讨 论 的 一 种 对 侦 单 纯 形 法 , 它 适 用 于 (6-10-1? 中 b Нал 
的 情况 , 但 с; z 0, i= I, 2, +++, т, БАПА 


(6-10-1) 


6-10-1, 
Ж 6-10-1 


为 
` аы 
“Ы 

' J. n. 
{ == j 2, , 

z; = 0, t 5 

0,5; — 2 

< оу 

н Е 

主 元 素 


№ 6-10-2 


其 中 


a++ 
2 ан ) + 

) + с; (вы од 

“чс 

5 = (а, — ад 

5; 


Ян а“) 
+ 2 Яш 一 24 
ан yp.. 
+ KR 


ең. 
с, а, с, ад 
`" ыйы) 
+ да 十 -… + + 
Е Е 6101, 
Саан 
L 


1914 | ғ “2 
rL: m=” Ë 
k 
ей; {с а + 1 g + + Сай Ci 


— En) 
Z= А 

с, EL- 一 一 PR 

иш Ж + а, 

== В; 


z 2. 
=- z, + i Сс, й 
өз ам 
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Je 


e, Е, = с, ez) (6-10-72) 
. а, 


i- [.2.,: "5 ы 


式 (6-10-2) 说 明 它 相当 于 第 阵 


ац ап ... а) ... 41, 
ац ам” ... йз are Gis 
* . . . 
gn fa + к (а) + ка 0,, 
21 4” .. “лу ... 4. 


со Жу а ЭС” Сұз--2ұ "79 €, 2 
ЕЕ ЕА ТГ 
EURO > O, ШЕШЕН с-ш 0,16 1,2,+--,я, 可 


4,4 
选择 天 使 满足 | 
a me min Jl, < 0). (6-10-3) 
gr _ N ғ, 

АНАТ 

(ауа; > 0, НЕ (e, — 26) < 6,4,4 < 0, 

“ cB (e, — я) — 99. (e, — жү) < 0, 
б 
(b) ан < 0, 


r а Я, 
ан ан 


. а. 
6; -- 2; = (са — 24)» 
0.4 


^ є;—— x, = (z, — z,) — fike, --ғ,) <0, 
а, 


对 шіл 问题 应 有 6 — z; ров ЖЕ, 
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=. i 


取 主 元 а. 应 满足 
ax (тн =2 
а, і Arj 
ЕН {6-10-31 ( 6-10-42} ПЕЕ ЛОЖЕ АОВ В ВУ, 
对 侦 单 纯 形 法 举人 销 说 明 如 下 。 
min z = 3x, + fy 
j" + х > 1, 
2; + 3m 22, 
+22 > 0, 


mare = — 34: 一 5%, 


аң < о) (6-10-4) 


-f — Хх; = —1, 
Ci — 3x, < —2, 
т» z 0. 
引进 松 强 变量 уу Хз, 
maxre = —3х,—— жу, 
—x, — +: = —1, 
a — Зх, + x = —2, 
x 20, {== 1,2,3,4, 


本 例 的 右 端 常数 项 均 为 负数 ,但 
ср 2,5-0, k= 1,2,3,4, 
其 中 e, — z, = —3, с: — zi = —1, 
сұ-- z, = 0, сұ” z, = Ü, 


对 于 b, = —2 < 0 有 
min(3/2, 1/3} = 1/3, 
ВОВЕ Ж ТІН n РИ 6-10-3. 
БЕ Х min z= 1, ха — 0,5, = x = 1, 
m 1, 


пип z = x, + 3z; + 24;; 
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Ж 610 


| ——p.rsSsi F.................. 


№ 610-55 


- © 


Р, Р, Р, 
—1 0 0 
| 

一 4 г 0 

-3 | ° 1 

-i 9 ° 

-2 0 0 

43 | ysl 0 
(—5Зу -1/3 

55 | о —18 

-і8! -| о 

0 -3/5| 4/5 

1 15] —3⁄5 

0 -1 1 

0 —1⁄5 | —2⁄5 


бх, + 3х, — 4х = 8, 
{ы — x; + 3xz, < —2, 
21525 Ху Z 0, 
ОБЕМ E srs 得 
max m == —x — fx, — 2х;, 
ае + 3x; — ӛз + x, = 8, 


| --3д-- x, + 3r + Е = --2, 


^ 
ZysZ2sX УХ, Ху Z Ü, 


ЖАИ „ЖЕЛЕ И 6-10-4. 
2. 


шіп z = +, + 25), 
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3x + 4х, 26, 
mn F За, 3 
2x, + x, Z 2, 
Хіз 215х322 0, 
БЕД ий: + СЪ 得 | 
шах w = —х — 273 
— 3x — 4x, + x; = — 6, 
—x, — 3x, + x, = —3, 
—2x, — x: + x; = —2, 
z > бу} = 1,2,3,4,5, 
本 例 是 510C6) 的 例 . 请 读者 对 两 种 方法 作对 化 . 2128 6-10-5, 
最 优 解 为 x = 6/5,x; = 3/5уху — 24 = бух — l,minz=12/5, 


= 题 
1- 利 用 图 解 求 下 列 问 题 的 解 。 


(а) шах r= 2#, + 5, 
ғ) + 4x,=32 
| + x,=11 
5х, + #,=35 
ЕТЕР 

(В) mars = z, + s, 
4x, + 5515010 
|. + 2ғ,%10 
3x, 8,12 
ХІ, x, == 0 

(е) шах z = 2x, + 25, 
Г" + x,=1 


x, + z,=3 
xi Z ЫА 


. 339 = 


{Фу maxs = т, + з, 
mi + 257,1 


x, — ж.а? 
tist, 
2. 利 用 单 地 形 法 求 间 题 ! 的 解 . 
3, 利 用 单纯 形 法 求 下 列 间 题 的 解 。 
С) тах в = 5х, + ts, № 3я, 
25: + 3х, + х,55 
4х, + z; + 2,511 
Зх, + 4х, + 22 58 
Я, 2.220, 
(>) mar = = Sr, + 5х, + 37; 
r + 3x; + zm,S:3 
—* + 32:52 
221 一 x, + 25,454 
Zx + 3z, 一 ту? 
4153553720. 
се) шах = 35, + 2х, + 4r, 
x + x. + 25.254 
Z=, + 3x,=#;5 
2z, + х, + 3л,%7 
Жить ra 20. 
Су max х= 2, + 35, + 5х, + 45. 
г Ж 25, + 3x, 二 


ži + ж, + а + 31.253 


ЖізХі; аі, 0. 


4. 利 用 改善 的 单纯 形 法 求解 癌 题 З, 


5. Шах z m 3y, + z, + x, + 25, 
34, + 2 + 4х. + 25, - 2 
4х, + x, — іг + x. + x, 一 一 1 
хі — 3x, + ху + 3x4 + x, - 5 


22, + z, + x, + 3х. + z, =-= 5 


*34D • 


азуу. n 0, 


6. (49 тіп z = 2:,-- 3x, + бі, + z, — 22, 
трт . 
x, + xz, — 2х, + 9х. = 4 
iD, іше 1,2,3. 


(еу шіп x = ку T z, 
85: + 55,221 
—7 =, + tz S&T 
Зх, + 8=,=12 
Sx, + 21,510 
dr, + 5х, 10 
1:20, 
(=) min x = 5y, + 3r, + 25, 
4x, — 21, + 25, = á 
(57 + ӛз, 一 x = 2 
ER 0, 

7. 某 工厂 生产 Ра, Pas РР 四 种 产品 ， 各 产品 单位 利 袜 分 别 是 100, 
20,80,140 25. і р ра РБЕ M,,M,,-- Me, 下 列 蝶 
阵 4 =< (ағама Ж of ЖР; 单位 产品 需要 原材料 м, НЕ» BERA 
М.М, 的 数量 分 别 是 1000, 30,20,20, 5,195 单位 ， 试 问 如 何 安排 
Erm. АРНЕМ. 


w 1 о 0 0 2 
аи 0 1 0 0 3 

18 0 Ü 1 0 4 

21 0 о 0 1 5'* 


8.8 A,B 丙种 类 型 的 汽车 ,分 配 到 Ris R,,R, Е ЕЖЕЙ, 4 
ВЕ но, B 型 汽车 有 30 辆 。 R.,R, R. ЗЕРИ ЕЗИ iita EJ S 
Р-Р 300,200,600 ñr, ВМ 


4341. 


К, /15 40 
D = rla "J 
R,X25 40 
Ы ` 4 В 
ЖШ C= бы, D = (э сз. 


Ca = R, ТЗ, 型 车 的 乘客 容量 。 


di = 在 路 线 Ri 上 每 辆 i 型 车 的 代价 。 试问 应 如 何 安排 使 代价 
ЖЛ, 
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